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Abstract

Un systéme de contraintes géométriques (GCS) est dit smisemnt s'il admet une infinité de solutions. La
sous-constriction est classiqguement traitée par I'ajoatabntraintes au systéme pour se ramener au cas bien
contraint. Pourtant, considérer un systéme sous-contrpgut étre une volonté de I'utilisateur qui souhaite
spécifier un objet non rigide et peut présenter un intéréeemé d'interface utilisateur.

Cet article présente une méthode de calcul des entités déques a fixer pour se ramener au cas bien contraint,
sans ajouter de contraintes. L'algorithme est basé sur Uoutale flux, en extension des travaux de Latham et
Middleditch [LM96b]. Il permet de construire incrémentalent un GCS et, a chaque étape de la construction,
de savoir quels éléments géométriques doivent étre fixéggpeude systéme soit bien-contraint.

A geometric constraint system (GCS) is said under-consthif it has an infinite number of solutions. The under-
constrainedness is classically considered as a problenetodsrected by adding constraints to the system. Yet,
solving an under-constrained system is interesting onetieehand in terms of user interface and on the other
hand because the user may want to design a deformable objet.

This article presents a method to compute the geometritientd pin down in order to get a well-constrained
system, without adding constraints. The algorithme is basea flow computation, extending the work of Latham
and Middleditch [LM96b]. It allows to incrementally build @CS and, at each construction step, know which
elements need to be pinned down for the system to be welkaioesl.

1. Introduction cation sur le niveau de constriction. Un GCS est dit bien con-

) ) ) L ~ traint s'il posséde un nombre fini non nul de solutions, sous-
La résolution de contraintes géométriques est une fonction ¢ontraint s'il en admet une infinité et sur-contraint si aweu

nalité clé des logiciels de Conception Assistée par Ordina- gg|ution n’existe. En CAO, les solveurs traitent habitesell
teur (CAO). Le probleme consiste a résoudre des contraintes ment des problémes bien contraints maieduloles dé-

de distances, d'angles, d'incidence, de tangene&sap- placements. Ainsi, un triangle du plan contraint par deux
pliquées a des entités géomeétriques telles que des points,gistances et un angle est globalement sous-contraintésix d
droites, cercles ou encore plans, spheéres si la résolution grgs de liberté pour les trois points, sur lesquels s’apphq
porte sur des problémes en 3D. Un systéme de contraintesgjs contraintes, chacune restreignant un degré de dpert
géométriques (GCS powdeometrical Constraints Systm  mais admet un nombre fini de solutions a un déplacement
est un ensemble de telles contraintes. Il est généralementyras. Ajnsi lorsqu’un systéme est bien contrainbguloles
fourni par I'utilisateur qui place interactivement sousnie déplacements), on a= 3 en 2D etn = 6 en 3D. La ré-

de cotation des contraintes sur une esquisse. ciproque est évidemment fausse, la figure 1 montre par ex-
emple, poum = 3, un probléme en 2D contenant une par-
tie sur-contrainte (le trianglgzpaps) et une autre sous-
contrainte admettant une articulation.Les solveurs pehn
en compte l'invariance par déplacement en fixant un repére

Dans un GCS, chague entaé@ossede un degré de liberté
di(e) et chaque contrainte un degré de restrictiodr(c)
correspondant au nombre de degrés de liberté qu’elle sup-
prime. La différence dlI(e) — 3 dr(c) = nfournit une indi-
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les travaux liés aux systémes sous-contraints et aux txavau
gue nous étendons ; la section 3 présente I'algorithme ele cal
cul des degrés de liberté a fixer ; la section 4 explique com-
ment interpréter le flot obtenu par I'algorithme ; la sectton
donne des éléments de stratégie pour choisir une bon flot ;
enfin, la section 6 conclut et présente les perspectivesgde ce
travaux.

Figure 1: GCS sur-contraint avec cing points contraints par 2. Travaux liés
six distances et un angle. Si on retire une contrainte du tri-

angle ppaps le GCS devient sous-contraint, Les problémes de cinématique inverse font habituellement

intervenir des systemes sous-contraints formés de barres
rigides pour lesquelles les degrés de liberté sont connus et
les valeurs de parametres (notamment les angles) déterminé
lors de la résolution (en 2D, un point et la direction d'une par des méthodes numériques. Nous nous plagons ici a la
droite par exemple). fois dans un cadre plus général dans lequel doivent pouvoir

Pour résoudre les GCS, plusieurs approches existent.s'r('jserelr de no_uveauxl typei dehntltéas malls aussi dans un
L'approche algébrique consiste a traduire le GCS en ©2dr€ pPlus etroit pour a,reclercde €s valeurs numeriques
un systéme d'équations, résolu soit symboliquement sojt 8" NOUS SUPPOSONS quiun plan de construction pourra etre

numériquement. Les méthodes symboliques [GC98], trés foUrni-

couteuses, sont réserveées a la résolution de petits sys- Pour le traitement de GCS sous-contraint, le principal
temes, les méthodes numeériques sont quant a elles soit coUtravail réalisé dans ce domaine est présenté dans [JAS-
teuses (homotopie par exemple [LM96a]) soit ne fournissent RYMVP04]. Le GCS est traduit sous forme de graphe
gu’une solution (Newton-Raphson). D'autre part, lapr@c  dans lequel les entités sont des sommets et les contraintes
geometrique [JASR97, Kra92, Sch94] s’appuie sur des con- des arcs. Lidée consiste & incrémentalement enrichir le
structions géomeétriques de type construction alarégle eta graphe de nouvelles contraintes afin de rendre le prob-
compas. La solution prend alors la forme d'un plan de con- |éme initial bien contraint. Parmi les différentes complé-
struction ou étape par étape sont indiqués les procedés detions possibles, il s'agit de trouver celle qui permettrana u
construction (intersection entre deux cercles pour dét&m  solveur géométrique connu de résoudre le systéme complété.
la position d'un point par exemple). L'évaluation du plan de  D'autres travaux, consistant également a compléter le GCS

construction, en prenant en compte les multiples solutions en ajoutant de nouvelles contraintes géométriques, axiste
produites par les intersections de lieux geométriques; fou  dans la littérature [ZG06].

nit numériqguement plusieurs solutions. o .
Notre approche est différente dans la mesure ou il ne

Il peut étre cependant difficile pour I'utilisateur de saisi  s'agit pas de compléter un GCS mais de fixer directe-
le nombre suffisant de contraintes pour obtenir un systéme ment certains éléments. Pour cela nous étendons un al-
bien contraint lorsque celui-ci atteint et dépasse la d&zai  gorithme de triangularisation par bloc de GCS [LM96b]
d’entités. Son intention est alors de laisser les partiES-SO S‘appuyant sur la recherche d’un flux maximum dans un
contraintes comme elles le sont sur 'esquisse. Par alleur graphe. Cette méthode a été étendue en intégrant des con-
I'utilisateur peut vouloir spécifier un objet articulé (upeire naissances géométriques [JNTO3].

de ciseaux, une lampe de bureau). _ o ) L
Les articles décrivant des méthodes géométriques perme-

Dans cet article, nous nous intéressons a la résolution deant de résoudre des GCS sous-contraints sont peu nom-
problemes sous-contraints. Nous supposons disposer d'Unpreyx et admettent la faiblesse de leur pouvoir de résaigtio
solveur géométrique capable, & partir d’'un probléme bien quiil s'agisse d’analyse des degrés de liberté d’asserablag

contraint, de fournir un plan de construction. La résolutio  gopjets rigides [Kra92] ou de décomposition en sous-
que nous présentons se déroule ainsi : un algorithme de gysiemes rigides [TMS07].

flux permet dans un premier temps de déterminer un en-
semble d’éléments a fixer pour obtenir un systéme ou le
nombre de degrés de liberté est égal au nombre de degrés3. Algorithme de calcul de flux
de restriction. A partir de cette paramétrisation, le saive
géométrique produit un plan de construction pour ce systéme
alors bien contraint. Pour finir, des valeurs numérique$ son
données aux éléments fixés et le plan de construction peut
étre numériquement interprété pour produire les solutions

Dans cette section, nous présentons l'algorithme permet-
tant de calculer I'ensembles des repéres d'un GCS. Il se
base sur l'algorithme de Latham et Middleditch [LM96b]

qui fait 'hypothése que le systéeme & résoudre est rigide et
gu'il est donc nécessaire de fixer 3 degrés de liberté au sys-
Cet article s’organise comme suit. La section 2 présente teme afin de figer les solutions dans le plan. Pour cela, une
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contrainte virtuelle est ajoutée et connectée a toutesnles e la suite) indiquent les degrés de liberté du systéme et,,donc
tités géométriques. Afin de retirer I'hypothése de la rigid- les entités a fixer — éventuellement partiellement — pour que
ité du GCS, notre algorithme ne considére pas de contrainte le GCS ne soit pas sous-contraint. Dans le cas d’'un systéme
virtuelle a saturer impérativement. En revanche, chaque en décrivant un objet rigide, la somme des valuations d’entrée
tité est liée a un sommet qui dispose d’autant de degrés dedes sommets, est ainsi 3 en 2D et 6 en 3D. L'interprétation
constriction que I'entité a de degrés de liberté. Ces sommet géométrique de ces valuations est discutée en section 4.

qui représentent les éléments de repére, ne seront pas néces

. . . . o . L'ajout des sommetsx permet d’éliminer I'hypothése de
sairement saturés. Nous déterminons ainsi quels degrés denon sous-constriction du GCS. Elle a toutefois le lourd désa
liberté doivent étre fixés. u U oS u u

_ vantage d’'empécher la détection de systémes sur-costraint
L'algorithme présenteé ici va calculer un repére du GCS. A Ainsi, ala figure 1, qui représente un pentagone sur-camtrai
partir de cette paramétrisation, un solveur, considér@won  de par la présence de quatre contraintes dans le triangle
trouvera un plan de construction. S'il échoue, une modifica- pzp,ps, notre algorithme associera une valuation du flux in-
tion du flot permettra lui fournir une autre paramétrisation  diquant qu'il faut fixer le pointp, et la directionpsp; pour
Le plan de construction sera ensuite interprété numerique- que le systéme soit bien contraint. Pourtant, ce systéme est

ment pour fournir une solution. structurellement sur-contraint. Pour cette raison, nalge-
rithme part de I'hypothése — forte — que le systéme n’est pas
3.1. Principe sur-contraint. Nous détectons les cas de sur-constripaon

) . une analyse de la matrice jacobienne du GCS [MFQ9].
Le graphe de flux (dont les valuations sont toutes posi-

tives ou nulles) correspondant a un systéeme de contraintes

géométriques est donc construit ainsi : 3.2. Algorithme

* le graphe a un sommet sourSet un sommet finaf ; Afin de permettre & l'utilisateur de corriger le systéme de

e achague gntlté correspond un sommey. Chaque som- contraintes géométriques s'il a trop de degrés de libertés,
metse est lié aSpar un arc orienté d8versse, valué par I'algorithme présenté ici est incrémental. Il est initli
le nombre de degres de liberté ele en considérant une entité géométricqriguelconque et le

e a chaque contrainte correspond un sommeg. Chaque graphe de flux correspondant, contenSnE, se et re. En
sommet est li€ aF par un arc orienté dg versF, value valuant l'arc dese are par le nombre de degrés de liberté de
par le nombre de degrés de restrictiorcde e, ce graphe de flux initial est valide.

e sila contrainte est liée a I'entité, alors le graphe de flux
inclut un arc dese verssc, dont la valuation maximale est L'ajout d’une nouvelle entite s’effectue, similairemee,
le nombre dedegrés de libertés queeut 6ter & ; ajoutant le sommet lui correspondant, le sommet correspon-

e pour chaque entité, un sommete est ajouté, ainsi qu’un dant a son repére, et en saturant ces deux sommets. L'ajout
arc dese versre et un arc dee versF. L'arc dere versF d’'une nouvelle contrainte se fait lorsque toutes les entités
a pour valuation le nombre de degrés de liberté&,dgui liées a cette contrainte sont présentes dans le graphe, puis
est donc la valuation maximale de I'arc gleversre. en baissant les valuations d’entrée de certains sommets de

. . . . . repére afin de pouvoir saturgr Pour ceci, nous recherchons
Dans les représentations graphiques présentées dans cet

- ; ) un chemin sans cycle dg vers un sommety tel que :

article, le sommes et le sommeF n’apparaissent pas ex-

plicitement. Les valuations des arcs de ces sommets étante rx est au moins partiellement saturé : la valuation de son

fixes, ils nuisent a la compréhension d’un graphe représen- arc d’entrée est non nulle ;

tant un GCS complexe plus gu'ils n’y aident. e pour chaque sommet du chemin, la valuation de l'arc
lié a s et situé du cété de: est augmentable (inférieure
au degré de liberté de et au degré de restriction de la
contrainte liée a cet arc) ;

e de méme, pour chaque somadu chemin, la valuation

e chaque sommeg correspondant a une entité est saturé : e Jarc lié s et situé du coté dex est diminuable (non
la somme des valuations des arcs sortargdest égale a nulle).
la valuation de 'arc allant d8versse ;

e chaque sommes; correspondant & une contrainte est sat- ~ Une fois un tel chemin trouve, il faut «retourner» ce
uré : la somme des valuations des arcs entrants eet chemin : pour chaque contrainté du chemin ¢ excepté),
égale & la valuation de I'arc allant deversF ; la valuation de I'arc du c6té deest diminuée de 1 et celle

e les sommets de repére ne sont pas nécessairement saturéste I'arc du coté dex est augmentée d'autant. Il faut alors
la valuation de I'arc entrant d’un sommmetest inférieure  diminuer de 1 la valuation de I'arc d’entrée deet, enfin,
ou égale a la valuation de I'arc sortantre augmenter de 1 celle de I'arc partantsde

Les valuations des arcs allant d’'un somrsgtvers un On répéte cette opération (recherche de chemin, retourne-
sommetre (Que nous appeleroregré de reperele se dans ment de chemin) autant de fois que le degré de restriction de

L'objectif de I'algorithme décrit ici va étre de calculer un
flot valide, c’est-a-dire une valuation des arcs du graphe de
flux, telle que :
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¢, afin ques; soit saturé. L'algorithme 1 détaille I'opération

d’ajout d'une contrainte, en faisant appel a I'algorithme
2 pour chercher un chemin. L'algorithme 2 recherche les
chemins valides avec comme sommet initial une entité
géométrique donnée. L'algorithme 1 utilise donc cet algo-
rithme sur chacune des entités liées a la contrainte a ajoute

En outre, ces deux algorithmes utilisent une liste de de-

grés de repere a respecter ainsi qu’une stratégie de choix d
repére. Ces deux éléments seront discutés plus avant dans

la suite de l'article, il suffit pour le moment de savoir que

(SN

d’'une stratégie de choix. Il est bien évidemment possi-

ble d’adapter ces algorithmes afin de se contenter du pre-
mier chemin trouvé au terme d’un parcours (en profondeur
d’abord ou en largeur d'abord) ou de disposer d'une heuris-
tique permettant de décider si I'on continue a chercher ou
non, en fonction de la qualité du repere calculé. De méme,
cet algorithme a été écrit de maniére simplifiée pour le cas
ou la contrainte avait un degré de restriction de 1, mais peut
étre aisément modifié pour d’autres contraintes.

Il est également possible d’adapter I'algorithAjeout -

la liste permet a l'algorithme de ne pas baisser le degré Cont r ai nt e afin de modifier le flot sans ajouter de con-
de repére d’'une entité en-dessous d'une valeur indiquée partrainte et ainsi chercher d’autres repéres. En effet, en rem

I'utilisateur.

Algorithm 1 Aj out Contrainte

Données: G: graphe de flux actuelg(es, ...en): contrainte
a ajouter L = {q,d; }: liste des obligations de repers&;
stratégie de choix de repére
ListeE := (Sey, .-+, Sen)

Liste P := liste vide des chemins trouvés

pour chaqueentitée € E faire
Arbre T := nouvel arbre avee comme unique noeud
P:=P+ RechercheChenmins(G, e L, T)

fin faire

p:=MeilleurChem n(P, 9§

Ret our ner Chem n( G, p)

Ajouter un sommes lié a I'ensemble des sommets He

Valuer les arcs de; par O

Valuer I'arc desc au sommet initial dep par 1

renvoyer G

Algorithm 2 Recher cheCheni ns

Données: G: graphe de flux g entité dont on veut aug-
menter le degré de reperd = {r;,d;}: liste des obliga-
tions de repéreT: arbre des chemins parcourus
pour chaquecontraintec liée ae faire

sic ne relie pag a son parerdlors
si c est retournablalors
pour chaqueentitéx liée ac saufe faire
ajouterx dansT avece pour parent
sion peut retirer un degré de reperg alors
marquerx comme final dan¥
fin si
Recher cheCheni ns( G,
fin faire
fin si
fin si
fin faire
renvoyer G

x, L, T)

L'algorithme 1 est une version de I'algorithme d’ajout

placant la contrainte par une entitée dans les parametres
d’'Aj out Cont r ai nt e (et en n’effectuant donc qu’un tour

de boucle), il est possible de trouver un chemin avec pour
sommet initialse et pour sommet final un sommet de repére
rx partiellement saturé. En retournant ce chemin, il est pos-
sible d’augmenter de 1 la valuation de I'arc sleversre.
Ainsi, I'utilisateur peut, a partir d'un repére qui lui esiop
posé, demander a essayer un autre repere. Dans le cas ou
il voudrait fixer plusieurs degrés de repére, nous ajoutons,
aprés chague augmentation de la valuation de I'arc vers un
sommet de repeng, le couple(rx,dx) a la liste des obliga-
tions de repeére, aveadx le nombre de degrés de libertés que
I'utilisateur veut fixer pour I'entité&. Dans I'algorithme 2,

la liste des obligations de repére est prise en compte lors de
la vérification de la possibilité de «retirer un degré de repé
ax» : il faut pour satisfaire cette condition que le nombre
de degrés de repéres gec'est-a-dire la valuation de 'arc
desx versry, soit non nulle et supérieureda quand(rx, dx)
apparait dans la liste des obligations de repere.

3.3. Exemple

Considérons I'exemple de la figure 2, représentant un GCS
constitué d'une chaine fermée non rigide de quatre barres
et d’'une cinquiéme barre en rotation libre autour d’une des
points de la chaine. Le graphe de flux initial est représenté
a la figure 3A), avec uniquement le poipt et le sommet

de repérep, . La figure 3B) montre le graphe de flux obtenu
apres ajout dg, et de la contrainte de distance enpreet

p2. De par la saturation de la contrainte de distance, un de-
gré de repére a été retirépa. A la figure 3C),ps et ps ont

été ajoutés, ainsi que les contraintes concernant lesequatr
entités considérés. A la figure 3D) le poipy a été ajouté,
ainsi que deux des contraintes de distance le concernant :
celles liantp, et p3 respectivement. La figure 3E) montre
I'ajout de la derniére contrainte de distance (non encdre sa
urée) et un chemin possible a retourner (en pointillé) dans
lequel le degré de restriction de la nouvelle contrainteatem
en cause I'un des degrés de repérggleEnfin, la figure 3E)
montre le flot résultant apres cette exécution de I'algoréh

La figure 5 montre une interprétation géométrique de ce flot.

de contrainte, qui cherche exhaustivement tous les chemins Comme évoqué dans la section 3.2, 'algorithme 1 peut

possibles pour ensuite sélectionner le meilleur en fonctio

étre adapté afin de modifier le flot. La figure 4 montre une
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A)
Py < »Ps
Figure 2: Systeme déformable fait d'une chaine fermée de
4 barres rigides et d’'une barre en libre rotation autour d’'un B)

point de la chaine

Figure 4: Changement de flot & partir du résultat de la figure

A) 3: A) un chemin possible a retourner pour ajouter un degré
de repere a p; B) flot résultant

B)

9)
Figure 5: Repére correspon- Figure 6: Repeére correspon-
dant au flot final de la figure dant au flot final de la figure
3 4

D)

4.1. Repere du systéme de contraintes géométrique

Le flot indique, par les valuations des arcs vers les sommets
de repére, combien de degrés de liberté doivent étre fixés sur
les différentes entités du GCS. Elle n’indique pas, tousefo
quelle est l'interprétation géométrique de la fixation de ce
degrés de liberté.

E)

F) Lorsqu’'un sommet de repére est saturé, cela signifie que
I'entité associée est entierement fixée. Linterprétatsh
alors immédiate : les coordonnées de I'entité doivent étre
Figure 3: Quelques étapes de l'algorithme 1 sur lexemple données. Lorsque le sommet de repere n'est pas saturé, en
de la figure 2 : A) initialisation avec un point et son repére ;  révanche, ily a plusieurs interprétations possibles.
B) ajout d’un point et d’une contrainte ; C) ajout de deux Dans le plan par exemple, s'il faut fixer un degré de lib-
points et des contraintes les concernant ; D) systéme entier erté d'un point, 'une ou I'autre de ses coordonnées peat étr
sauf une contrainte ; E) un chemin possible a retourner en fixée. Si le sommet correspondant & ce point dans le graphe
pointillé ; F) un flot possible de flux est saturé grace a une contrainte de distance, il est
aussi possible de fixer, comme repére, la direction entre ce
point et I'autre point contraint concerné par la contrauiee
distance. D’autres interprétations sont encore possitzlias
le cas ou le point est lié & une contrainte d’angle.

telle modification ou, en partant du flot final de la figure 3,
I'utilisateur a demandé a augmenter le degré de repére du
point p3. Le repére qui correspond a ce flot est illustré a la
figure 6.

De méme, fixer un degré de liberté d’'une droite peut
revenir a fixer sa direction (par exemple si elle est liée a
une contrainte d'incidence avec un point) ou a positionner
son intersection avec une autre droite (cas d’'une congraint
d’angle). Les exemples sont plus nombreux encore en 3D.

Certaines interprétations seront préférables a d’autres.
La section 5.2 montre par exemple que les constructions
L'algorithme présenté dans la section 3 permet de calculer géométriques peuvent étre plus ou moins sensibles a I'échec
un flot a partir d'un GCS. Cette section présente les inter- selon la paramétrisation et son interprétation. En outre,
prétations que I'on peut faire d’un flot donné. un flot peut étre valide au sens de la définition donnée

4. Interprétations géométriques d’un flot
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a la section 3.1 mais ses interprétations géométriques ne
pas étre valides géométriquement, car elles rendent le sys- )
teme sur-contraint. Par exemple, en considérant le GCS
représenté a gauche sur la figure 8, un flot possible calculé
par l'algorithme 1 est donné. Une interprétation géomagiq

de ce flot pourrait étre de fixer le poipt, et les directions Figure 7: Calcul du graphe réduit du flot de la figure 3F).

des dr_0|te?_jl etd,. I;ourta;_t, Igngle entrel, et 9'2 ?tarc];tCS Les composantes fortement connexes maximales sont in-
contraint, fixer ces deux directions sur-contraint le - diquées en pointillés.

Une autre interprétation, valide quant a elle, est de fixer le
point p1, la direction de la droitel; et la position, sud, de
I'intersection ded; et deds.

Ce type de probleme ne peafpriori pas se détecter par
une analyse simple du graphe de flux et nécessite de réin- ds 3 d,
troduire des connaissances géométriques, par exemple par
un systeme a base de regles. Méme cette approche peut étre
mise en défaut si la base de régles n'est pas suffisante. Il est
toutefois possible de détecter la sur-constriction pariot
gation du témoin [MF09].

Py d; )

Figure 8: Triangle invariant par similitude, avec six con-
traintes d’'incidence point-droite et deux contraintesratjée.

4.2. Déduction d'un plan de construction < . N . .
A gauche : esquisse ; a droite : flot valide.

De méme que dans les travaux de Latham et Middled-
itch [LM96b], il est possible d’opérer une triangulariseti

par blocs du GCS et ainsi de déduire un plan de construction,
en calculant, a partir d'un fldt, un graphes( f) orienté dont

les arcs ne sont pas valués. Ce graphe est calculé ainsi :

suivante : fixer le poinpy ; fixer la directionps p, et constru-

ire p» comme l'intersection d'un cercle de cenfrget de la

droite passant pap; et de direction précédemment fixée ;

¢ les sommets d&(f) sont les sommets du graphe de flux  similairement, fixer la directiopy ps et construirep, ; con-
f, a I'exception des sommets de repére dont I'arc a une struire ps comme l'intersection de deux cercles, de centres
valuation nulle ; p2 et p4 respectivement ; fixer la directiqu; ps et construire

e s’ily un arc avec une valuation non nulle entre deux som- ps.
mets def, il y a un arc orienté doublement entre ces som-
mets dan$3(f) ;

e s’ily aun arc avec une valuation nulle entre deux sommets
def, il y a un arc orienté vers le sommet représentant une
contrainte dan&(f).

Au sein d’une composante, la présence de plusieurs som-
mets d’entités, c'est-a-dire une interdépendance de ces en
tités dans la construction, signifie que, dans ce flot, ilth’es
pas possible de déduire un ordre de construction : le sous-
systeme correspondant a cette composante doit étre dbnstru

L'orientation des arcs dans le grapBef ) traduit une re-  d'un coup. La présence d'une composante fortement con-
lation de dépendance pour la construction : s'il y a un arc nexe correspondant & un sous-systéme que les solveurs util-
du sommet d’entit& vers le sommet de contraingg, cela isés ne savent pas résoudre méne donc & un échec du calcul

signifie que I'entitée devra étre construite avant de pouvoir  d'un plan de construction.
utiliser la contraintec dans une construction géométrique
permettant de construire la ou les entités contraintesc par
et dont le sommet est liés par un arc avec une valuation
non nulle. L'algorithme 1 €f. section 3, p.4) permet de calculer un flot
indiquant les degrés de libertés a fixer dans le GCS cor-
respondant pour qu'il soit structurellement bien contrain
La section 4 montre qu'a un flot donné on peut associer
plusieurs repéres différents et un plan de constructiotieCe
section discute donc la qualité d'un flot en fonction de ce
gue I'on peut en déduire et explicite la notion de stratégie
abordée dans I'explication de I'algorithme 1.

5. Selection du bon repere

A partir du grapheG(f) d'un flot f, il est possible de
construire ungraphe réduiten calculant les composantes
fortement connexes maximales. Ceci permet de déduire un
plan de construction partiel du GCS. En effet, un arc allant
d’'une composante a une autre indique un ordre de construc-
tion entre ces composantes. On obtient ainsi un graphe de
dépendance indiquant quelles entités doivent étre corestru
d’abord (celles dont les sommets de repére sont saturés) pui
I'ordre dans lequel les sous-systémes doivent étre catsstru  5.1. Plan de construction

La figure 7 montre le calcul du graphe réduit a partir du Deux flots différents peuvent aboutir & deux graphes réduits
flot final de la figure 3. Il indique le plan de construction différents et donc a deux plans de construction différents.
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Figure 10: Systéme articulé fait de deux barres rigides

ne permettront pas de réussir une construction, par exemple
si la distancep:-p3 est inférieure a la distang® -p, et que

les deux directions choisies sont orthogonales. En reench
si le repere choisi consiste en la fixation du pgiatet des
directionsp, p et p1 p3, alors toutes les valeurs de paramétre
possibles aboutiront & une construction valide.

Figure 9: Pentagone contraint par six distances. A gauche :
flot permettant de déduire un plan de construction ; a droite :
flot problématique (une foisiet P construits, tout le reste

du systéme doit &tre résolu d’un coup) A partir d’études d’exemples, nous avons élaboré trois

heuristiques permettant la découverte de repéres offrant u
bonne paramétrisation :

Dans certains cas, des composantes fortement connexes d@ défavoriser les reperes avec plusieurs sommets de repére
grande taille apparaissent, pour lesquelles le plan de con- saturés et favoriser au contraire des repéres avec peu de
struction n’indique donc pas d'ordre de construction. tles ~ «racines» et des interprétations ou les éléments de repere
alors nécessaire de recourir & un solveur externe qui seraca SOnt utilisés dans des constructions géométriques ;

pable de trouver les différentes solutions du sous-systéme ® favoriser les repéres o les différents éléments de repere

correspondant.

[ ]
La figure 9 est un exemple de ce probleme : pour le GCS,

constitué de cing points contraints par six distances, deux
flots valides sont donnés. A gauche, le graphe réduit indique
qu'il faut fixer p; et la directionpy p2, en déduirep,, puis
fixer la directionp, p3 et en déduirgps. Ensuite,ps se con-

interviennent «t6t» dans la construction ;

favoriser les repéres induisant des constructions
géomeétriques ou les cas d'échec sont dis a des cas
dégénérés (par exemple, construire une droite a partir de
deux points) par rapport a ceux induisant des construc-
tions ou les valeurs des parametres peuvent faire échouer
la construction (par exemple I'intersection d’'un cercle et

struit comme l'intersection de cercles de cenjeet p3 re-
spectivement, puis on construit similairemegta partir de
pz et ps. A droite, le graphe réduit indique qu'il faut fixggq
et la directionpy p, puis construirgn,. Ensuite, il est néces- La logique des deux premiéres heuristiques est de permet-
saire de connaitre une construction géométrique atomique tre aux constructions géométriques d’adapter la solution a
qui, a partir dep; et p, et des distances; - ps et po-ps, per- parametres fournis par I'utilisateur. La premiére a eneutr
met de construirg@s, ps et ps. I'avantage d’'éviter les repéres ou plusieurs points diffiés

sont fixés, ce qui implique virtuellement des contraintes de
distances supplémentaires entre ces points, et d'y préfére
des reperes ou I'on fixe des directions, c’'est-a-dire degsjo

Le repére calculé a la figure 5 est constitué d’un point et de virtuels de contraintes d’angles. Les contraintes d'angle
trois directions. Pour le méme GCS, le repére calculé a la €tant invariantes par similitude, elles réduisent moisdite
figure 6, est constitué de deux points et d’'une direction. Si ertés du systéme que des contraintes de distance, ineariant
les deux repéres sont géométriquement valides, les risquesuniquement par déplacement.

de ne pas réussir a calculer une solution numérique, a partir

, . \ ) Toutefois, il s’agit la que d’heuristiques et il est possibl
d’une valuation des paramétres correspondant aux €léments .
N L \ ) de trouver des exemples les mettant en défaut. Fort heureuse
de repére a fixer, sont plus élevés avec le repére de la figure

= ! - o o ment, dans la trés large majorité des cas, les valeurs de

6 : siles deux points fixés par I'utilisateur sont trop éla@gn N , . . A .
) e parametre de I'esquisse sont valides, méme avec des reperes

aucune solution n’existe. A g - N
déconseillés par nos heuristiques. Dans les cas ou lesvaleu

De méme, surle GCS de la figure 10, un repére valide peut de I'esquisse ne conviennent pas non plus, des méthodes
étre constitué du poinpy, de la directionps pp, puis de la numériques permettent de calculer de nouvelles valeurs, a
directionpyp3. Cependant, certaines valeurs des paramétres partir de celles de I'esquisse [FS08].

d’une droite qui n'a pas été construite a partir d’'un point
situé dans le cercle).

5.2. Validité des parameétres
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5.3. Stratégies de calcul d’un flot des valeurs valides des paramétres correspondant au,repéere

. P N . . adaptées par de méthodes existantes [FS08].
Avec les eléments de «qualité d’'un repére» évoqués plus

haut, on peut élaborer des stratégies de calcul du flot. Dans Les perspectives de ces travaux incluent une étude plus
I'algorithme 1, la stratégie intervient pour choisir le ofias poussée des composantes fortement connexes du graphe
permettant un retournement et, donc, la paramétrisation du réduit. Nous espérons, en intégrant des connaissances
GCS qui en découle. Elle permet d’éliminer les flots in- géomeétriques a I'algorithme, réussir a obtenir une décempo
terprétés en repéres sur-contraignants et de comparer lessition du systéme en sous-systémes dont le groupe de bonne
chemins en fonction des plans de constructions qu'ils im- constriction est connu et ainsi répondre a deux problemes
pliquent ou en utilisant les heuristiques citées en se&ian actuels : la détection de la sur-constriction et la décoinpos
tion des sous-systemes engendrés par des composantes forte

Une telle utilisation de la stratégie n'est toutefois pas ment connexes de trop grande taille dans le graphe réduit.

idéale, en cela gu’elle méne vers des maxima locaux, et que
de bons flots ne sont peut-étre atteignables que par des re-
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