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Résumé

Larésolution de systémes de contraintes géométriques (&@&ir objectif de pro-
duire des figures qui respectent une description technioumnie par I'utilisateur
sous la forme d’'une esquisse cotée. Le GCS donné par I'teilispeut étre bien
contraint (il décrit un nombre fini non nul de figures), soostcaint (une infinité
de figures) ou sur-contraint (aucune solution).

Classiqguement, les systemes sous-contraints sont codésidémme des cas d'er-
reur que l'utilisateur doit corriger en ajoutant des contess. Nos travaux proposent
une autre approche, qui est celle de chercher a resoudrerdersnhomogene tous
les systémes de contraintes géométriques qui ne sont pasramints.

Pour cela, nous proposons des algorithmes de paramémisgtii indiquent quels
éléments du systeme doivent étre fixés pour qu'il y ait un nmerfihi de solutions,
et des algorithmes de décomposition, qui permettent difilenles sous-systemes
bien contraints.

Ces outils ouvrent la voie a des logiciels de modélisatiorcpatraintes accessibles
a des utilisateurs non-experts : ils permettent des retosugls intuitifs sur le ni-
veau de constriction du systeme. Comme nos algorithmes sor@nentaux, ils
permettent une approche par egsaeur ou l'utilisateur corrige I'esquisse au fur et
a mesure de la résolution.

Abstract

Solving geometric constraint systems (GCS) aims at yieliqwges which respect
geometric requirements given by the user under the form @fthnical sketch.
The GCS given by the user can be well-constrained (it descab®on-zero finite
number of figures), under-constrained (an infinity of figliresover-constrained
(no solutions at all).

Classically, under-constrained systems are considered@s ¢ be corrected by
the user. Our work proposes another approaehtry to homogeneously solve all
non-over-constrained systems.

For that, we propose parameterization algorithms : theicatd which elements of
the system need to be anchored for there to be a finite numbslations ; and
decomposition algorithms, which allow to identify wellfsirained subsystems.

These tools open the way to constraint-based modelers \ahéciiccessible to non-
expert users : they give intuitive visual feedback aboutcthestrainedness level of
the system. Since our algorithms are all incremental, thieyvaa trial and error
approach : the user corrects the sketch as the resolutian goe
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| NTRODUCTION

Il n'est pas de probleme dont une absence de solution ne
finisse par venir a bout
— Henri Queuille, homme politique francais

1 Contexte

L'ordinateur est aujourd’hui indispensable dans tousregiux de conception tech-
nique, de l'architecture a la mécanique. Les technologesiaformatique gra-
phique permettent ainsi de s’immerger dans un environneemerelief, de numéri-
ser des objets planaires ou tridimensionnels ou encorentdesi des phénomenes
lumineux complexes. En particulier, les outils de modélisagéométrique et de
Conception Assistée par Ordinate@AO) permettent a I'utilisateur de concevoir
sur I'ordinateur des objets en donnant sa topologie ou erélisaaht interactivement
la forme au moyen de courbes et de surfaces.

La manipulation directe des courbes et surfaces peut €adéticate, en particu-
lier dans les cas ou l'utilisateur concoit un objet dont thioait des caractéristiques
techniques mais ignore la forme. Afin de rendre la conception intuitive, les
méthodes de modélisation déclarative sont donc apparesgeftant a 'utilisateur
de décrire I'objet et d’attendre de I'ordinateur qu'il lwdrnisse des représenta-
tions graphiques satisfaisant cette description. Airs,droblemes de résolution
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Figure 1 - Une esquisse cotée (gauche) et une figure a I'échelle (droite)
sans cotation.

de Systemes de Contraintes Géométriq@sS consistent a prendre en entrée un
dessin esquissé, sur lequel I'utilisateur impose un dimensement fonctionnel par
un systéme de cotes et a automatiqguement produire une fitjgohélle respectant
la cotation.

La figure 1 illustre la finalité de la résolution de systemes de contegigéomé-
triques. A gauche, sur I'esquisse cotée en deux dimend®nencepteur a indiqué
des contraintes d’angle entre droites et de distance eatnésp(les unités ne sont
pas précisées). Certaines de ces contraintes ont une tioantaplicite : la dis-
tance de 5, par exemple, indique la distance horizontaést-éi-dire la distance
entre les projetés des points sur 'axe des abscisses. fedrsi représentée une
figure a I'échelle, sans cotation. Comme nous le voyons pins ilos’agit d’une
solution particuliére, mais il en existe d’autres.

Si I'idée des logiciels de résolution de systemes de caon@aigéométriques est
apparue au début des années 60 avec les travauxrderBano [Sut63, les logiciels
de dessin technique se sont, depuis, considérablemenhisnen fonctionnalités.
Pour autant, le principe général est resté globalemenaimgsh:

1. l'utilisateur dessine une esquisse avec le logiciel;
2. ilimpose un dimensionnement avec des outils de cotafiéniques ;

3. un module logiciel, ursolveur modifie le dessin pour que celui-ci réponde
au dimensionnement.

Dans le cadre de I&A0, les méthodes rencontrées dans la littérature peuvent étre

regroupées en deux catégories :

— les méthodes numériques, qui traduisen&@S en un systéeme d’équations et
travaillent sur ces équations, soit au moyen de manipuisitidgébriques soit au
moyen de calculs itératifs ;
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— les méthodes géométriques, qui operent en deux phasephase de planifica-
tion et une phase de résolution numérique.

Bien évidemment, comme avec toute tentative de classificatioc un faible nom-

bre de classes, certaines méthodes sont a considérer coylimeel, ayant des

approches a la fois numérigues et géomeétriques.

Dans tous les cas et quelle que soit la nature de I'approchepint commun a
tous les travaux menés récemment est l'utilisation de l@am@osition. En fet,
les méthodes de décomposition permettent a la fois de e2Bugomplexité et de
faire collaborer des solveurs, éventuellement de natdférente. Elles consistent,
comme toutes les méthodes « diviser pour régner » en infauegta identifier
des sous-systemes résolubles et a assembler les solwioas dous-systémes pour
produire la solution du systéme global.

En outre, un autre point commun a (presque) toutes les méstdmlla littérature est
de s’intéresser aux objets rigides et de considéreB@Sdécrivant des objets non
rigides comme des systemes a corriger. Dans la littératasegbjets sont assimilés
aux systemes décrivant une infinité de solutions, dits sonsaints, auxquels on
préfere les systemes bien contraints, décrivant un nomtiradn nul de solutions
(une derniére catégorie étant celle des systemes sugustm’admettant aucune
solution).

Il est connu que les systemes rigides invariants par déplkace admettant une infi-
nité de solutions de par la possibilité d’appliquer a unatimh une translation giu
une rotation sans violer de contraintes, sont formellersens-contraints. Dans la
littérature, I'invariance des systémes rigides par déptent est souvent prise en
compte en fixant deux points (en 2D) ou trois points (en 3D).e@dpnt, consi-
dérer explicitement les groupes de transformations pedréae plus général dans
la résolution de systemes de contraintes géométriquesmmnagnt en considérant
d’autres groupes de transformations que les déplacem&ints, les travaux dé-
crits notamment dansSE06 SM0€ ont permis de formaliser la notion depére
qui correspond aux éléments a fixer pour se ramener au casdnémint (dans le
cas des déplacements planaires, un point et une direction).

2 Motivations

L'objectif principal de nos travaux est de rendre les logigide modélisation par
contraintes accessibles a des utilisateurs non expetsieBfs défis sont a rele-
ver pour cela, au nombre desquels la mise au point d’outdsiBgues d’interac-
tion 3D pour les contraintes géométrique&k{ydMB0g8 FMS04 FSSBO03, I'utili-
sation de connaissances sémantiques et topologiquesksjat A résoudre{JA98
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OSMAOQ1, SOZA0q pour faciliter la pose des contraintes, la cinématigkeap2,
AKC96] ou encore le parcours de I'espace des solutions a la rduhdecla solution
voulue par l'utilisateur fVSD00R LSRGJAO0S vdMBO05, SAZKO6].

Nous nous intéressons pour notre part a un autre défi : cellinde2mentalité.
Nous pensons erffet que le processus de résolution classique mentionné alus h
(étapes 1 a 3) n'est pas adapté a des utilisateurs non expart$ part du prin-
cipe que le dessin esquissé ne sera pas modifié. Lorsquesditdur ajoute une
contrainte, le dessin est considéré comnfiédént et la résolution démarre a nou-
veau de zéro, sans utiliser les connaissances acquiseteltagésolution (ou ten-
tative de résolution) du systeme de contraintes géomeésigté-changement.

Nous pensons que le processus de modélisation par coagaiatrait étre le sui-
vant :

1. l'utilisateur dessine une esquisse initiale, évencuedint vide ;
2. l'utilisateur impose un dimensionnement avec des osjiécifiques ;
3. un solveur fournit les solutions du systeme de contraigémétriques;;

4. tant que l'utilisateur n’est pas satisfait par les solugi

— il/elle modifie I'esquisse en ajoutant ou retirant des cortigaipt des élé-
ments d’esquisse;

— le solveur modifie les solutions calculées précédemmemntqomstruire les
solutions de la nouvelle esquisse.

Bien entendu, pour réaliser cela, il est nécessaire d'épalda de résoudre les
systemes intermédiaires, de I'esquisse initiale jusda&ylisse finale. Sans cela, il
est impossible a l'utilisateur non expert de savoir s’iltanodifier I'esquisse. Nous

nous intéressons donc aux systemes qui sont sous-costraiérme avec le point de
vue de linvariance par des groupes de transformationst-@alire décrivent une

infinité de solutions. Il s’agit, intuitivement, d&CSdécrivant des objets articulés.
Nos travaux visent a traiter de maniere homogéne ces systgtrtes systemes bien
contraints.

Nous voulons enfin, pour rester dans la lignée des travauduitsndans I'équipe
antérieurement au début du projet de recherche, que nostlafges prennent en
compte I'information de I'invariance de sous-systemesdeargroupes de transfor-
mations connus et que la modification de I'esquisse par leeqiBur amene a la
découverte des modifications des groupes d’invarianceitfésahts sous-systemes.
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3 Démarche

Afin de répondre aux motivations évoquées plus haut, le butodetravaux est
d’offrir au concepteur des outils lui donnant une intuition de ééodmabilité de
I'objet qu'’il a décrit. Les outils que nous proposons sonhambre de deux :

— nous montrons a l'utilisateur quels sont les élément&S@S qui se déplacent
ensemble enfiectuant une décomposition en ses sous-systemes bieniotatra
moduloun groupe de transformations connu;;

— nous montrons a l'utilisateur comment s’articulent le&n#&nts duGCSen lui
fournissant un repére pour@&CS

La démarche que nous avons adoptée consiste a recherchpatameétrisation
du systéme de contraintes géométriques, c’est-a-dire semdrle d’objets géomé-
triques a fixer pour se ramener a un nombre fini de solutionse @atamétrisation
fournit une bonne intuition du niveau de constrictiaiu GCS et est facilement
représentable graphiqguement.

A partir de cette paramétrisation, nous calculons un placogstruction par blocs
indiquant dans quel ordre lesfidirentes entités géomeétriques et lebdents sous-
systemes doivent étre construits et comment leur positom §tre calculée a partir
des éléments construits antérieurement.

Enfin, des valeurs numériques sont fournies pour |&&r@ints constituants de la
paramétrisation dCSet le plan de construction est numériquement évalué avec
ces valeurs pour fournir les solutions.

L'ensemble des algorithmes mis au point durant nos travaniiscrémentaux : ils
consistent en I'étude des modifications apportées par ungetmaent dans ISCS
aux structures de données considérées.

4 Contributions

Nous proposons un algorithme incrémental de calcul desésngéométriques a
fixer pour se ramener a un nombre fini de solutions. Cet algodtlst basé sur un
calcul de flux, en extension des travaux deHam et MippLepitca [LM96Db]. Nous

!Le terme de « constriction » n’est théoriquement pas apj@@pisqu’il évoque une compres-
sion ou un resserrement. Il faudrait normalement parleriken de contrainte. Toutefois, de par la
polysémie du mot « contrainte », nous préférons donner ungaausens a « constriction », en nous
rassurant par le fait que contrainte et constriction ontéamracine et avaient il y a bien des années
la méme signification. Nous ne faisons donc que réunir deugine qui s'étaient perdus de vue.
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proposons un nouveau type de graphe de flux, spécifique aavasix;, que nous ap-
pelons graphe d&-flux. A chaque étape de la conception du systéme de corsaint
géomeétriques, I'algorithme fournit une paramétrisatiombinatoire sous la forme
d’une valuation des arcs du grapheRléux et nous montrons comment l'interpre-
ter géomeétriqguement. Nous proposons un algorithme de matidhn a la volée de
la paramétrisation si elle ne donne pas a l'utilisateur wouresatisfaisant sur les
libertés de mouvement de I'objet.

Notre algorithme de paramétrisation fonctionne sous idtlgpse que le systeme
de contraintes géométriques n’est pas redondant, c’dsea&u’aucune contrainte

n’est une conséquence de la satisfaction des autres caagalPour assurer le res-
pect de cette hypothése, nous proposons une extensiomigictae de la méthode

du témoin proposée paridMieLucct et Fourou [MFO9] nous permettant de détecter
efficacement une contrainte redondante au moment de son ajout.

Nous proposons, toujours en nous basant sur la méthode aint&ime méthode
d’identification des sous-systemes bien contraints maxkne’'est-a-dire n’étant
pas sous-systemes d’un systeme lui-méme bien contraios plmposons des pis-
tes pour faire cela directement dans le graph®&dkix et montrons les limites de
cette approche.

Nous déduisons de l'algorithme d’identification des sogstesnes bien contraints
maximaux un algorithme de décomposition plus général gsienéthodes de la
littérature, appel&¥-décomposition. Nous montrons quelles sont les propragés
la ‘W-décomposition.

Nous proposons également des ajouts a une formalisatiosydésmes de con-
traintes géométriques réalisée précédemment a nos trataerx déduisons une
démonstration des conditions de correction et de comptétias algorithmes de
décomposition. Cette démonstration existait déja dansdedeasystémes rigides
mais notre volonté de traitement homogene de tous les sgsteéan sur-contraints
imposait une généralisation de la preuve. Notre démormtraé base sur la notion
de bord d’'un sous-systeme, c’est-a-dire intuitivementd&mble des informations
gue I'on peut déduire dans ce sous-systeme et qui concedlesrgntités géome-
triques qu'il partage avec le reste du systéme. Nous proysoso algorithme de
calcul du bord assurant que le bord ne soit pas sur-contraint

5 Organisation

Le présent mémoire se décompose en trois parties.
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La partiel traite du contexte de nos travaux en présentant les systiamestraintes
géométriques et les approches de leur résolution. Elleagspasée de trois cha-
pitres. Le chapitrd fournit une formalisation des systemes de contraintes §éom
triques, de leurs opérations et de leur résolution. Dankdgitre2 nous dfectuons
un état de I'art des méthodes de résolution de systemes traiodes géométriques
et évoquons notamment les algorithmes de décompositien@ie les diérentes
approches de la sous-constriction. Le cha@treomplémentaire du chapitfe ex-
prime et prouve une série de théorémes dont le dernier pelerd&montrer quelles
sont les conditions de correction et de complétude des méshae décomposition,
en commencant par formaliser le point de vue multi-grogidqq.

La partiell traite de la paramétrisation @&CSsous-contraints et des modalités de
leur résolution. Elle est composée de trois chapitres. lapitte 4 détaille notre
algorithme de paramétrisation combinatoire basé sur lgshgs d&k-flux. Le cha-
pitre 5 décrit comment interpréter géomeétriquement la paranadiois combina-
toire, comment déduire un plan de construction (éventunelid par blocs) a partir
de cette paramétrisation et il explicite I'interprétatggomeétrique du flux obtenu.
Le chapitreb traite du probleme spécifique de la détection de la sur-dotish lors
de I'ajout de contraintes ou lors de I'évaluation numérigeda paramétrisation :
il montre que ces deux problémes ne sont pas trivialemealuggn adaptant les
méthodes existantes puis propose des extensions de ladaé&thdémoin pour les
résoudre.

La partielll traite de la décomposition de systemes de contraintes gaques.
Elle est composée de deux chapitres. Le chapitpgopose une extension de la
méthode du témoin permettant d’identifier les sous-syssdyien contraints maxi-
maux et donne des pistes pour réaliser cette identificatios te graphe d&-flux
sans le recours au témoin. Il montre également comment raptéf algorithmes
de paramétrisation pour tenir compte de la connaissance kblenne constriction
de certains sous-systémes. Le chatdtaille le fonctionnement et I'analyse de
I'algorithme de‘W-décomposition.

Enfin, uneconclusionfait la synthese de nos contributions et apporte des perspec
tives.
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Cette partie traite de la résolution de systemes de corgsagi@tométriques en géné-
ral et des fondements de leur décomposition. Elle définmédlement ce que sont
les systémes de contraintes géomeétriques et en quoi iaistrésolution. Elle
fait un survol des méthodes de résolution de la littérattlie. met en évidence les
conditions pour que des méthodes de décomposition soiengictes et complétes.

Motivation

A de nombreux points de vue, la communauté des contrainteséjéiques travaille
sur des fondations dont la solidité est une conjecture, k&g sont issues de la
topologie structurale et que leur généralisation n’estipasle.

Tout d’abord, les définitions méme des systemes de corggmgé@omeétriques, de
leurs opérations, de leurs modes de résolutions, si ellesismrmellement les
mémes pour tout le monde, varient toutefois beaucoup d'teuad I'autre. Des
concepts identiques portent des nom@édents d’'un article a l'autre, ce qui rend
leur compréhension et leur comparaison délicate. L'usig&ométrique sur lequel
ces systemes sont basés est la encore souvent implicitéedatéature.

De plus, une approche quasi-systématique a I'heure aetdeiis les méthodes de
résolution est la décomposition des systemes de contsagéemeétriques a ré-

soudre, c'est-a-dire leur découpage en plusieurs petifesyes, la résolution de
ces sous-systémes et 'assemblage des solutions. Lationretla complétude de

cette approche, c’est-a-dire I'assurance que lI'asseralilag solutions forme bien
des solutions d’'une part, 'assurance que I'on peut aingrobtoutes les solutions

d’autre part, restent pourtant a prouver.

Démarche

Afin de nous attaquer aux éléments de problématique citdesstus, nous avons
participé a des travaux, initiés par Pascaifck et Pascal Mruis et visant a for-
maliser les systemes de contraintes géomeétriques et lparatmns. Ills ont ainsi
formalisé en quoi consiste un univers géomeétrique, comsedefinit syntaxique-
ment un systeme de contraintes géométriques a partir d’ivensngéomeétrique,
guelles sont les opérations permises. lls ont formaliséeledant sémantique des
systémes de contraintes géométriques, a savoir les figohg#oas et, |a encore,
guelles sont les opérations permises sur des figures. Iistemndu ces définitions a
une approche prenant en compte des groupes de transfannfatimalisant ainsi le
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point de vue multi-groupegMO0€g.

Dans le cadre de ce projet de recherche, nous avons pardidipgpression des
conditions qui permettent d’assurer la correction et lagiétnde des méthodes de
décomposition et nous avons démontré qu’elles étaientseares et dtisantes
dans le cas général. Nous avons ainsi montré que I'on ne pargrrun sous-
systéme sans modifier les solutions du systeme résultansiqaesystéme retiré
est remplacé par I'ensemble des informations calculaldes de systéme concer-
nant les entités géométrique qu’il partage avec le restgstérme. Dans le cas ou
cet ensemble contient des redondances, une base de cebénsHtit.

Le chapitrel fournit une formalisation des systemes de contraintes gé&aques,
de leurs opérations et de leur résolution.

Dans le chapitr€ nous dfectuons un état de I'art des méthodes de résolution de
systemes de contraintes géométriques et évoquons notdreaaigorithmes de
décomposition ainsi que lesftérentes approches de la sous-constriction.

Le chapitre3, complémentaire au chapitie exprime et prouve une série de théo-
remes dont le dernier permet de démontrer quelles sont tektmms de correction
et de complétude des méthodes de décomposition.



CHAPITRE 1

TERMINOLOGIE DES SYSTEMES DE

CONTRAINTES GEOMETRIQUES
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Il'y a bien moins de dficultés a résoudre un probleme qu’'a
le poser
— Comte Joseph de Maistre, philosophe frangais

Dans ce chapitre, nous formalisons leé@tentes notions utilisées dans le domaine
de la résolution de Systemes de Contraintes Géométrigeies§) ( Il est impor-
tant de noter, en particulier pour la bonne compréhensiochdpitre2, qui passe
en revue les travaux classiques du domaine, que la forrtiahsprésentée dans
ce chapitre n’est pas un standard reconnu par I'ensembla denhmunauté des
contraintes géometriques. La résolution de contraintesg@é&iques est une science
jeune, disposant de ce fait de terminologiefédentes pour des notions équiva-
lentes. La formalisation que nous donnons ici est issueastatix de Pascal Mris

et Pascal Gireck [Sch07 et a été finalisée durant nos travaux.



1. Terminologie des systémes de contraintes géométriques

Rappelons que I'objectif de la résolution de systemes deaotes géométriques
est, a partir de la description technique d’un objet, ledale dessins correspon-
dant & cette description. Un énoncé consiste en un ensemlgeogriétés que le
dessin doit satisfaire. Une facon habituelle d’exprimerémoncé en Conception
Assistée par Ordinateu€C@O) réside dans la donnée d’'une esquisse cotée, c’est-a-
dire un dessin approximatif de I'objet que I'on décrit, segliel sont dessinés —avec
des traits diférents du reste du dessi® (04 — des représentations graphiques des
contraintes. Plus formellement, un énoncé peut aussi éimeddsous la forme d’'un
ensemble de termes en logique du premier ordre. A chaque &strassociée une
signification géométrique. Ainsi, les énonceés ont deuxespda syntaxe et la sé-
mantique. Lesystemes de contraintes géomeétrigepgsriment I'aspect syntaxique
tandis que lesiguresgéométriques capturent I'aspect sémantique.

Dans ce chapitre, nous proposons une formalisationGIeS Aprés un rappel
concernant les spécifications algébriques (sectidp) nous commencgons par ex-
pliquer ce qu’est un univers géométrique (sectlod) puis détaillons les aspects
syntaxiques (sectioh.3) et sémantiques (sectidnd) de la résolution de systemes
de contraintes géométriques. Nous définissons ensuiteli@ement les diérents
degrés de constrictidrd’un GCS (section1.5) puis les notions de bord et de dé-
composition dé&5CS(sectionl.6).

Les définitions données dans ce chapitre sont I'occasionédeontrer certaines
propriétés des systemes de contraintes géomeétriques etickedpérations. Nous
évoquons toutefois un certain nombre de résultats sangrendida démonstration.
Il s'agit de théorémes qu'il est important d’avoir en tétegeaque certaines des
définitions qui les suivent ne sont valables que de par cesahees. Au risque de
redites, leur démonstration n’est donnée qu’au chagitien dfet, ils sont utiles
a la démonstration des conditions de correction et de cdog#éles méthodes de
décomposition d&CS

1.1 Spécifications algébriques

La formalisation que nous présentons ici est faite a la nnaniés spécifications al-
gébriquesEM85, Wir90, BKL *91] : des sortes spécifient les domaines considérés,
I'appartenance des inconnues aux domaines en questicsseségar un typage des
symboles. Nous rappelons ici quelques définitions des fipgttns algébriques.

La notion de signature capture la syntaxe de I'univers qued@écrit.

Définition 1. Signature hétérogene Une signature hétérogéne est un triptet

1Cf.notel en pages
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(S,F,P)you

— S estun ensemble fini de symboles de type appettes

— F est un ensemble de symboles fonctionnels muni de deusofnc
e larité, ar: F —» S*
e la coarité,coar: F —» S

— P est un ensemble de symboles prédicatifs muni d’une donctmmée égale-
ment arité et notéar: P — S*.

Les indications de typage sont notées de maniéere usuelle par

— f:s...5 > spourdire quear(f) = s,... s, etcoar(f) = s, avecf € F. Si
n =0, on aar(f) = ¢ (on notef :— 9) et f est appelé une constante ;

- pP:S...S — pourdire quear(p) = S;... S, pourp e P.

Unevariable typéeest un symbole associé a une sorte. On mate pour indiquer

guex est de sortes, avecs € S. On appelleensemble sortde variables une famille

X = (Xs)«s de symboles de variables : chaque enserfbleontient des variables

de la sortes.

A la syntaxe d’'une signature on fait correspondre une séquantqui explicite
I'interprétation faite des sortes et des symboles fonogédset prédicatifs.

Définition 2. X-algebre : SoitX = (S, F, P) une signature hétérogene. Uie
algebre E consiste en la donnée

— d’'un ensemble Epar symbole de sortesS ;

— d'une fonctionf : Es, X---XEg — Egpar symbole fonctionnel fs,...s, — s;
— d’'un sous-ensembfede K, x --- X Eg par prédicat p: s;... s, —.

Lorsque 64,...,0,) € P, on dit quep(oy, ..., 0y) est vérifiée.

Le passage dE a E est appelée une interprétation ourandelede la signature. De
méme, I'ensembl&g est appelé une interprétation gef une interprétation dé et
p une interprétation de. L'interprétation d’'une variable est appelauation

Définition 3. Valuation de variables : Soientz = (S, F, P) une signature, E une
Y-algébre et X= | o5 Xs Un ensemble de variabl&ssorté. Une valuation de va-
riables est une fonction v Jo.s Xs = U«s Es telle que si x s, alors \(X) € Es.

Pour simplifier les notations, on peut écvre( Jo.s Xs — E.
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1.2 Univers géométrique

Pour pouvoir décrire formellement des objets au moye®G@as il est nécessaire
d’établir :
1. un langage formel : un moyen de décrire syntaxiquemensysgemes de
contraintes géométriques;;
2. une sémantique : un domaine d’interprétation des vasallans lequel sont
exprimeées les solutions.
Ces deux éléments, avec la relation d'interprétation de &uiautre, forment un
univers géometrique

Définition 4. Univers géométrique :Un univers géométrique est une pali &),
ou

— X est une signature hétérogene ;

— & estun modéle dE (uneX-algebre).

Exemple 1. Signature et modéle 2D

Considérons la signature suivante :

sortes
angle, longueur, point, droite, cercle

prédicats
dist_pp : point point longueur # distance entre deux points
angle_lI : droite droite angle # angle entre deux droites

center : cercle point # centre du cercle
tangency_cl : cercle droite # droite tangente au cercle
inc_pl : point droite # incidence point—droite

Un modele de cette signature pourrait étre le plan eucljdigravec

les interprétations classiques :

— le domaine support de la sogeint estR?;

— celui de la sortaroite est I'ensemble [Or[xR, c’est-a-dire le
couple (angle par rapport a I'axe des abscisses, distagnéesi
a l'origine) ;

— celui de la sortecercle est I'ensembleR? x R**, c’est-a-dire le
couple (coordonnées du centre, rayon non nul).

Par exemple, on associe le symbole prédicatifigency_cl a I'en-

semble

{(xcyc r), (a d)dist_plxc yc a,d) = r}

oudist_plest la distance d’un point a une droite.

Un tel cadre est souvent étendu au moyen de symboles piiédiEs aux cont-
raintes usuelles rencontrées @AO. Le modeéle considéré est généralement I'es-
pace euclidiers.
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Sauf mention contraire explicite, les exemples du resterdagmt mémoire sont
construits sur la signature de I'exemgdleavec le plan euclidien comme modele.
Les résultats du présent chapitre et du cha@tne sont pas limités a cet univers
géometrique.

1.3 Systemes de contraintes géométriques

1.3.1 Systemes et sous-systemes

Un systéme de contraintes géomeétriques est une conjortgitermes relationnels
construit sur une signature et un ensemble de variablegesortes variables lo-
giques sont soit des inconnues soit des parametres de téiggométrique. Les pa-
rametres sont les éléments géométriques (métriques dasegéométriques) dont
les valeurs sont fournies par l'utilisateur. Les inconnsest les éléments dont le
solveur doit trouver la valeur.

Définition 5. Systéme de contraintes géométriquesSoitX une signature multi-

sorte. Un systéme de contraintes géometriques est unttSpte(C, X, A) ou

— C estun ensemble de termes prédicatifs construiEsur

— X et A sont deux ensembles disjoints de variables dont tessssont dan¥’;

— les arguments apparaissant dans les termes de C sont sesgdonctionnels de
¥ construits sur XU A.

Exemple 2. Enoncé sous forme graphique et textuelle

La figure 1.1 représente une esquisse cotée et le systeme de cont-
raintes géométriques qui la déérite GCS est composé de trois
points p; a ps et trois droitesl; a I3, six contraintes d’incidence
point-droite, deux contraintes de distance entre deuxtp@nune
contrainte d’angle entre deux droites.

Etant donnés uGCSS = (C, X, A) et un sous-ensemb& deC on note

— varss(C’') 'ensemble des variables logiques impliquées dains

— parameterg(C’) 'ensemble des parameétres apparaissant @ans

— unknowng(C’) I'ensemble des inconnues apparaissant €4ns

On a dongarameterg(C’) = varss(C’) N A etunknowng(C’) = varss(C’) N X.

Symétriquement, on noteonstraintg(i) 'ensembleC’ € C des contraintes dans
lesquelles I'inconnue € X apparait. Pour un ensemble de varialles X, on

2La syntaxe de description utilisée est proche de cell&6@¥IL (cf. annexeA.1).
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unknowns
P, P2, P3, 1, 1o, I3
parameters
kl, kz, [04
constraints
on_pl(py, 1) on_pl(p,, 1)
on_pl(pz, l2) on_pl(ps, I2)
on_pl(ps, 13) on_pl(ps, I3)
dist_pp(p1, P2, ki)
dist_pp(p2, Pz, k2)
angle_11(ly, I3, @)

Figure 1.1 - Enoncé sous forme graphique (& gauche) et textuelle (a
droite). Cf. exemple 2.

notespary(l) 'ensemble des contraintes concernamiguementles variables dg,
c’est-a-dire 'ensembl€’ tel quevarss(C’) = I. Sans avoir nécessairement egalité
entre les deux, on a dospan(l) € Uig constraintg(i).

Quand il n’y a pas de confusion possible qua, @n note ces cing opérations de
sélection en omettant de préciseen indicee.g. var¢C).

Afin de formaliser les principes de la décomposition, noundgésons les sous-
systemes :

Définition 6. Sous-systéme Etant donné un systéme de contraintes géométriques
S = (C, X, A), un sous-system® de S, notéS’ c S, est un systeme de contraintes
géomeétriquegC’, X', A') tel que

- CcC,;

— X' = unknowng(C’);

— A = parameterg(C’).

Par définition des opérations de sélectimknownset parameterssi on a l'inclu-
sion C’, X",A’) c (C,X,A) alorson aX’ € X etA’ C A.

1.3.2 Opérations

L'addition et la soustraction de deux systemes (avec pondition qu’ils soient
basés sur la méme signature) correspondent a I'union eféaeatice des ensembles
de contraintes. Dans le cas de I'addition de deux systemesgsvariable est une
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inconnue dans un systeme et un parametre dans I'autre sellme inconnue dans
I'union3.

Définition 7. Addition de systémes de contraintes géométriggs : Etant donnés
deuxGCSS; = (Cy, X1, Ap) et S, = (Cp, X2, Ay), le systemeS = S; + S, est le
systeméC, X, A) défini par

- C=CLuGCy;

— X=X UXy;

— A= (AL U A)\(X1 U Xyp).

S1 + S, est également not8; U S, et peut étre appelé intieremment addition ou
union deS; et deS.

Définition 8. Soustraction de systémes de contraintes géotriques : Etant
donnés deuxGCSS = (C, X, A) etS; = (Cq, X1, A)) avecS; c S, le systeme
S, = 8 - 8 est le systemg,, X,, Ay) défini par

- G =C\Cy;

- X = XnvarsC,);

- A = AnvarsCy,).

S — S, est également not8\S; et peut étre appelé inBéremment soustraction de
S; deS ou biensS privée deS;.

L'intersection deGCScorrespond quant a elle a I'intersection des trois ensesnble
composant [e&CS

Définition 9. Intersection de systémes de contraintes géomnéues : Etant
donnés deucCSS; = (Cy, X1, Ap) etS, = (Cy, Xz, Ay), le systeme = S;N S, est
le system¢C, X, A) défini par

- C=CinGCy;
- X=X1NXs;
- A=A NA;.

Contrairement aux opérations classiques sur les ensemblesne definissons pas
de complément d'ulsCS: on pourrait en fet considérer que le complémesit
d'un GCSS’ ¢ S estS - §'. Toutefois, de par la définition de la soustraction, on
aurait alors l'intersectios” N S’ non vide, car les deux systémes peuvent avoir des
entités géométriques en commun.

3Ce choix est utile a la décomposition : lorsqu’on extrait ansssystéme et qu’on le considére
résolu, certaines des contraintes qu'il partage avec ke idis systéme peuvent étre considérées
comme des paramétres car provenant de la résolution dusgstésne extrait. Pour autant, dans
I'union des deux systémes, les entités géométriques etiguesivent rester des inconnues.
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Théoréme 1. Non vacuité de l'intersection d’'unGCS et du reste de sa sous-
traction : SoientS = (C, X, A), 81 = (C1, X1, A) et S, = (Cy, X5, Ap) trois GCS
avecS; c SetS, = S—8;. L'intersection deS; etS, est vide si et seulement si les
variables deS; n'apparaissent pas dans les contraintes&leet que les variables
de S, n'apparaissent pas dans les contraintes$ie

Démonstration:

SoitS’ = (C', X', A') l'intersection deS; etS, : C’' =CiNCy, X' = X1 N Xy
etA’ = A; N A,

Par définition de la soustraction &S on aC’ = 0.

Toujours par définition de la soustraction, oXa= X N vargC,) et X, =

X nvargC,) et doncX’ = X nvardC,) n vardC,). Une inconnue peut
apparaitre dans plusieurs contraintesdéJne entité géométrique € X
apparait danX;, par définition de la soustraction, ssi elle apparait daes un
contrainte deC;.

Si une inconnue& apparait dans une contrainte8get dans une contrainte
deS,, on adonx € (X; N X;) et doncX’ # 0.

En revanche, si les inconnues 8¢ n'apparaissent pas dass et inverse-
ment, on aX N vargC;) N var§C,) = 0. X’ est vide ssi les inconnues de
S n'apparaissent pas dafSs et que les inconnues d& n'apparaissent pas
danssS;.

On tient le méme raisonnement pour un parametre. ]

Nous définissons également la notion de sous-systeme eggdinslagit, intuiti-
vement, du sous-systeme obtenu en ne considérant qu'ureasamble des incon-
nues et les contraintes les concernant.

Définition 10. Sous-systéme engendréSoit unGCSS = (C, X, A). Pour un sous-
ensemble Xde X, le sous-systeme 8eengendré par XestleGCSS’ = (C’, X', A)
avec

— C = spank’);

— A = parametersy’).

La définition de systéeme engendré peut étre étendue a un kles¢ngui n’est pas
inclus dansx en considérant le systeme engendréXjan X.
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1.4 Solutions d’'un systeme de contraintes geéométriques

1.4.1 Figures

La notion de figure donne une sémantique aux systemes deaictes geomeé-
triques. Intuitivement, une figure est la donnée des coaréles des diérentes en-
tités géométriqgues qui composent @GS Formellement, étant donné un univers
(%, &) et un systeme de contraintes géomeétrique, une figure efoooton deX
vers& définie pour toutes les variables du systeme.

Définition 11. Figure : Etant donnés un unive(g, &) et un ensemble de variables
X dont les sortes sont dalds une figure est une valuation: X — &.

Avec cette définition, une figure est vue comme un vecteur dples (i, ) ou
— U; € X est une inconnue d@CS;

— X estI'ensemble des coordonnées de linterprétatior de

Une figure paramétrée est définie pour une valuation des paesduGCS

Définition 12. Figure paramétrée : Etant donnés un univer&, &), une figure
p . A — & etun ensemble de variables X disjoint de A et dont les soot@sdains
¥, une figure paramétrée est une fonctiond — (X — &). On note fho: X - &
la figure f(p).

Une figure correspondant a un systeme de contraintes gégue&tn’est pas néces-
sairement une solution du systéme. L'esquisse, par exeegilene représentation
graphique dans laquelle toutes les entités géométriquesegarésentées : il s'agit
donc d’une figure du systeme.

Définition 13. Figure solution : Etant donnés un univer&, &), un systéme de
contraintes géométriques = (C, X, A) construit surz et une valuatiop : A — &,
une figure f : X — & est une solution d& si toutes les contraintes de C sont sa-
tisfaites lorsqu’elles sont interprétées dahen prenanp(a) comme interprétation
de tout ac A et f,(X) comme interprétation de touteX.

Sauf mention contraire explicite, nouffextuons un abus de langage en appelant
figureunefigure solutiondans la mesure ou nous ne traitons que rarement de figures
gui ne sont pas solution dBCSqu’elles représentent.

L'ensemble des figures solutions 8ettant donné une valuatigndes parameétres
est notér,(S). Dans la suite du présent memoire, pour la clarté des nosatsi les
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valeurs des parameétres ne sont pas importantes, il esfi{®gvoire simplement
¥ si aucune confusion n’est possible. De méme, on peut riaterélément dé-.

Dans la suite du présent mémoire, parmi toutes les valesssiges des parametres,
nous ne considérons, sauf mention contraire, que cellesygximisent la dimen-
sion de la variété sous-jacente, c’est-a-dire que lesiégénérésu deux entités
géométriques non explicitement égales sont confondeigsniétriqgue d’une dis-
tance égale a 0) ne sont pas considérés.

La restriction d’'une fonction (solution ou non) a une pad@eson domaine permet
de définir la notion desous-figure

Définition 14. Restriction d’une figure : Soient deux figures f X — & et
f’: X' - &avec X c X et telles que pour tout ¥ X', f(x) = f'(x). f’ est la
restriction de f a X notée f = f|y.

f’ est aussi appelé&mus-figurade f

La notion de restriction d’'une figure d’'uBCS (C, X, A) peut-étre étendue a des
ensembles’ qui ne sont pas inclus dansen considérant quély = flxnx. Bien
sar, f|x = f.

En outre, un ensemble de figures d’'un systéme peut étreintsirein sous-en-
semble des inconnues. Il s’agit de 'ensemble contenarstdes-figures restreintes
a ce sous-ensemble des inconnues.

Définition 15. Restriction d’un ensemble de figures :Etant donné urtGCSS =
(C, X, A), la restriction deF (S) a un sous-ensemble’ e X, notéefr (S)|x est
I'ensemblg fix | f € F(S)}.

Il est important de noter que la restriction d’'un ensembldigieres solutions a
un sous-ensemble des inconnues n’est pas le pendanEdhnsysteme engendré
par ce sous-ensemble. Autrement ditour un systéme = (C, X, A) et son sous-
systemeS’ = (C’, X', A’) engendré paK’ (d'ou X’ c X), on aF (S)|x € F(S).
En dfet, les figures d& (S)|x- respectent toutes les contraintese- et font donc
partie deF (S’) — mais respectent également les contrainteS\@ qui concernent
des entités géométriques He

Exemple 3. Lien entre solutions d’'un sous-systeme et sous-figs solutions

Les figuresl.2 et 1.3 illustrent le fait que la restriction d’'un en-
semble de figures a un sous-ensemble des inconnues estidahs

4Cf. théorémet p. 75
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\/374 Ps
pl < p2 pl < >Tp2

Figure 1.2 -GCS rigide et Figure 1.3 - Sous-systéme
deux sous-figures restreintes engendré par {p1, P2, pP3} du
a {p1, p2, pP3} GCS de la figure 1.2 et deux

de ses solutions

'ensemble des solutions du systéme engendré par ce seasible,
mais que la réciproque n’est pas toujours vraie.

La figure 1.2 représente, en haut, WACS constitué de 4 pointg;

a p4, avec quatres contraintes de distance et une contraimeld’a
entre trois points. Le lecteur pourra se persuader qUa@gest ri-
gide : le triangleps psp, est contraint par deux distances et un angle
et est donc aisément constructible. Le pgmmtest alors construc-
tible par intersection de deux cercles, de cengeest p, respective-
ment. Le bas de la figurk2représente deux sous-figures restreintes
a{p1, p2, ps}. Comme leGCSest rigide, la distance entm® et ps est

la méme dans toutes les sous-figures.

La figure 1.3 représente, en haut, un sous-systemesGdis de la
figurel.2: le systeme engendré pam, p., ps3}. CeGCSest composé
des trois point®y, p, et ps et de deux contraintes de distance. En bas
de la figure sont représentées deux solutions d8C8 On notera
gu’ici, la distance entre, et ps est variable : enféet, rien dans le
GCSne contraint cette distance. Les solutions représentéels su
figure1.3ne sont ainsi pas des solutions@CSde la figurel.2

On voit donc bien que l'inclusion est valide dans un sens gtes
lutions représentées a la figute2 sont des solutions dGCSde la
figure 1.3) mais pas dans l'autre.

Cette relation d’inclusion non symétrique indique que p@soudre urGCS il ne
sufit pas d’assembler des figures de ses sous-systemes.
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1.4.2 Jointures

Nous définissons une opérationjdmture qui explicite les conditions d’assemblage
de deux sous-figures. Il s’agit d’'une des opérations cesdtrah relation avec la
décomposition en sous-systemes. Cette opération ne peudféirtuée que sous
certaines conditions de compatibilité.

Définition 16. Compatibilité de figures : Soient deux figures, f. X; — & et
f, 0 Xy = &.On pose X= X; N X,. f; et f, sont dites compatibles sj|f, = falx..
On note ceci parf=x, f,.

Autrement dit, deux figures sont compatibles si elles assbdes mémes coor-
données aux inconnues qu’'elles partagent. Deux telleseBgqueuvent étre jointes.
Cette opération sémantique est le pendant de I'additioraginte deGCS

Définition 17. Jointure de figures : Soient f : X; » &et § : X, —» & deux
figures compatibles. La jointure de dt §, notée f® f, est définie par

f1®f2: XU Xo—> &

fl(X) Si Xe X1
= { f(X) Si X € Xo

Le théorémes® montre que la restriction préserve I'opération de joinppmar deux
figures, c’est-a-dire que la jointure de deux figures restiesiest égale a la restric-
tion de la jointure des deux figures. Ce qui s’écrit :

Sif=1f®f,avecf,: X; - Eetf, : X, » &, alors pour tout sous-
ensembleX’ de X, U Xy, flx = filx ® flx .

L'opération de jointure peut étre étendue a des ensemblégutes, en opérant
la jointure de tous les couples compatibles. S’il n’exisés pe couple de figures
compatibles dang; x ¥, la jointure def; et ¥, est vide.

Définition 18. Jointure d’ensemble de figures :Soientf; et ¥, deux ensembles
de figures, ave@; un ensemble de figures:fX; — &. On pose X= X; N X,. La
jointure def et est'ensemblé;, @ F, = {f = 1@ o | f1 € 1, fo € F2, F1 =x,
fo}

L'opération de jointure de figures correspond a la recombimade sous-systemes
apres un processus de décomposition. Le chapitrentre la correction de cette
démarche.

5Cf.p.77
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F(S1) F(S2) F(S1+8>)
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Figure 1.4 - Jointure de deux sous-figures

Le théorémes® montre le lien étroit entre I'addition dBCSet la jointure des solu-
tions de ce<$5CS: il exprime le fait que I'ensemble des solutions dGCSest la
jointure des solutions de ses sous-systemes. Formuléraarite

SoientS; et S, deuxGCSconstruits sur la méme signatufg(S; + S,) =
7;(81) ® T(Sz)

Exemple 4. Jointure d’ensembles de figures

Dans le plan euclidien, la figude4montre unGCSS coupé en deux
partiesS; etS,. La ligne pointillée exprime la symétrie dans le tri-
angle supérieur. L'ensemble infiffi(S,) contient tous les triangles
P3P4Ps OU P3PaPs = @ et ou les segmenisp, et p4ps sont de méme
longueur. Lensemble infirf(S;) contient tous les rectangles dont
les cotés ont pour longueldr etks.

La figure f; est une solution d& et on af; = f; ® fo.

La restriction ne préserve pas forcément I'opération degoe pour des ensembles
de figures, a I'exception d’'un cas spécifique qui sera utilgr feo décomposition.
Le théoremé&’ montre les conditions de préservation de la jointure d'erides de
figures par la restriction. Autrement dit :

6Cf.p. 76
Ct.p.77
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SoientS; = (Cy, X1, Ay) et Sy = (Cy, X5, Ay) deux GCS construits sur la
méme signature. On podg = X; N X, etS = S; + S,. Pour tout ensemble
X' € (X1 UX3), F(S)x = F(S1)lx ® F(S2)Ix Si et seulement ste C X'.

Exemple 5. Conditions de préservation de la jointure d’enselles de figures
par la restriction

Considérons a nouveau la figuted, que nous avons déja mention-
née dans I'exempld. On y voit aisément que la relation d’égalité
n'est pas valable quanki ¢ X.

En efet, le pointp; appartient &; et le pointps aSz. 7 (S1)lippa =
F(S1)lipyy = E2 c'est-a-dire tout le plan euclidien. Il en va de méme
POUrF (S2)lip,.p.- Lajointure deF (S1)lip,.pa) €LF (S2)lip..psy €St DONC
I'ensemble des couples de points du plEg?, tandis que quel que
soit le couple de points dars(S)lp,.p,, la distance entre les deux
points est la méme.

1.5 Niveaux de constriction

Dans I'ensemble des définitions que nous avons vues jugquiigs ne prétons pas
attention a la taille de 'ensemble des solutions d’un systée contraintes geome-
triques. Il est pourtant primordial, d’'un point de vue apatif, que le nombre de
solutions soit tout d’abord non nul, mais aussi qu’il ne pas trop grand, sans quoi
il sera dificile de les présenter a I'utilisateur. Sachant cela, la conauté a classé
lesGCSen trois catégories : sous-contraints, sur-contraintgeatdontraints. Nous
appelonsiiveau de constrictiomu degré de constrictiom’'un GCS son apparte-
nance a l'une de ces trois catégories.

Un GCSsur-contraint est uCS qui, par exemple de par une contradiction des
contraintes, ne posséde aucune solution.

Définition 19. Sur-constriction : Un systeme de contraintes géométriqies:
(C, X, A) est sur-contraint pour une valuation des paramepes|7,(S)| = O.

Exemple 6. GCS sur-contraint

La figure 1.5 représente uiGCS sur-contraint de par une contra-
diction des contraintes. Erfet, les trois cotés de ce triangle sont
contraints d’avoir la méme longueur, ce qui intetdliangle droit.

La figure 1.6 représente uCSsur-contraint de par le non respect
de l'inégalité triangulaire. Enftet, le segmenty; p,] a une longueur

8En géométrie euclidienne
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< 5 »| P2
Figure 1.5 -Triangle Figure 1.6 - Triangle
sur-contraint du plan euclidien sur-contraint du plan euclidien
de par une contradiction des de par le non respect de
contraintes : I'angle vaut l'inégalité triangulaire : la
60°(triangle équilatéral) et somme des longueurs p1—p3
90°(contrainte) a la fois et ps—p2 est inférieure a la

longueur p1—po.

de 8. Pour que le triangle existe, il est dés lors nécessaiea
somme des longueurs des deux autres segments soit supérieur
égale a 8, sans quoi on ne peut construire le pajht

Un exemple célébre (pour des raisons que nous voyons plis bas
de systeme sur-contraint est celui représenté a la figuré dit

« double-banane ». Il s’agit du@CSen 3D composé de quatre
tétraedres, arrangés en deux paires de tétraedres canpacténe
face. Les deux sommets non connectés de chaque paire sont com
muns aux deux pairep{ et p,). Les seules contraintes (non expli-
citement représentées sur la figdré4) sont les distances entre les
sommets d’'un méme tétraedre. GESest sur-contraint car chaque
paire de tétraedre est rigide : on peut donc calculer la valeda
distance entre, et p, a partir de chacune des deux « bananes » et
lorsqu’elles ne sont pas cohérentes il n’existe aucuneisnlu

Un GCSsous-contraint est uBCSqui, par exemple de par le trop faible nombre
de contraintes par rapport au nombre d’entités géomésjqasséde une infinité
de solutions.

Définition 20. Sous-constriction : Un systeme de contraintes géométrig§esst
sous-contraint pour une valuation des paramefres |7 ,(S)| = .

Exemple 7. GCS sous-contraint

La figure 1.7 montre unGCS sous-contraint trés simple, que nous
appelons le « papillon ». Il consiste en deux sous-systeraga-p
geant un point commun, chaque sds€Scorrespondant a 'un des
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triangles et étant constitué de trois distances. Comme aacgie
n'est contraint entre des cotés des deux triangles, on pmgfor-
mer une figure solution en appliquant une rotation de cgntsans
violer de contrainte, c’est-a-dire obtenir ainsi une awstutior?.
Pour revenir a un nombre fini de solutions, il faut donc d’'uaet p
fixer un des deux triangles dans le plan, mais aussi donnediune
rection dans le second triangle pour empécher la rotatitvuade
p:. La figure1.9 montre deux solutions d@GCSpour illustrer cette
liberté de mouvement.

Un autre exemple est donné a la figur&. Il s’agit d’'une chaine
ferméeé® constituée de 4 sous-systémes engendrés chacun par une
contrainte de distance. Chacun de ces sous-systemes asfjudas
ment appelé une barre rigide. Si'une des barres est totaiefimee,

les 3 autres sont toujours susceptibles de se mouvoir (aaufecva-

leurs de distance tres particuliéres : I'une des valeurggsale a la
somme des trois autres). Par exemple, si le segnmept][de la fi-
gurel.8est fixé, le segmenpp ps] est encore en libre rotation autour

de p,. La figure1.10 montre deux solutions dGCS pour illustrer

cette liberté de mouvement.

Nous avons déja vu dans I'exemieue la « double-banane » était

un GCSsur-contraint. Toutefois, si la valeur de la distance epire

et p, est la méme dans chacune des deux paires de tétraedres et qu’i
n'y a donc pas sur-constriction, alors le systéeme est sonsdint,

car chacune des deux paires de tétraédres est en librencaatiour

de I'axe p.ps.

Enfin, unGCSbien contraint est uCSqui n’est ni sur-contraint ni sous-contraint.

Définition 21. Bonne constriction : Un systéme de contraintes géométriqses
est bien contraint pour une valuation des parametras|7,(S)| est fini non nul.

Notons que la bonne constriction est parfois défide(2 comme la dénombrabi-
lité des solutions d’'uiGCS ce qui autorise certains systemes ayant une infinité de
solutions.

Dans la plupart des méthodes de résolution, on considermedsien contraint un
GCSdéfinissant un objet rigidé On se raméne donc a un nombre fini de solutions

%0n dit que les sous-systémpsp, 3 et p1 p4ps sont en libre rotation autour ds
ONous définissons formellement les chaines fermées plusidandéfinition33, mais on peut ici
le comprendre intuitivement avec I'idée d’'un mécanismetercréant un objet de genre non nul.
Cest-a-dire, intuitivement, un objet pour lequel touesdiistances et tous les angles entre deux
parties sont fixes
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l<—>Tp4

Figure 1.7 - Systeme
sous-contraint : le
« papillon », fait de deux
triangles rigides en libre
rotation autour de leur point
commun pj.

Figure 1.9 - Deux solutions
du « papillon » représenté a
la figure 1.7

P2

Figure 1.8 - Systeme
sous-contraint : chaine
fermée constituée de 4 barres
rigides. Deux solutions de ce
GCS sont présentées a la
figure 1.10

Figure 1.10 -Deux solutions
du « 4 barres » représenté a
la figure 1.8
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Figure 1.11 -Triangle rigide Figure 1.12 -Hexagone rigide
contraint par trois distances indécomposable

en positionnant I&CS: on fixe un point et une droite (en 2D) ou un point et deux
droites (en 3D) dans le systeme.

Exemple 8. GCSrigide

Nous donnons ici deux exemples @S décrivant des objets ri-
gides. La figurel.11illustre un triangle contraint par trois distances.
Ses solutions sont aisément constructib{esrBg, si on le fixe dans
le plan en donnant les coordonnées d’un de ses points etlztidin
d’'une droite passant par ce point.

La figure 1.12 représente ulCSrigide mais considéré indécom-
posablé? fait de 6 points et 9 distances. Dans la suite, nous faisons
référence a ce systéme en l'appel&ag : le graphe construit en
remplacant chaque entité géométriqgue par un nceud et erarser
une aréte entre deux nceuds s’il existe une contrainte egeux
points correspondaritsest le graphe biparti complét; 5.

Les trois définitions des niveaux de constriction que nouwnre de donner sont
sémantiques : elles déterminent trois classe&@& basées sur la taille de I'en-
semble des solutions. Parce qu’il est nécessaire de palg@rminer le niveau de
constriction durant la phase de résolution, c’est-a-diestide calculer 'ensemble
des solutions, la littérature contient des définitions basir une analyse deICS

qui déterminent des classes @ESproches de celles recherchées mais pas tout a
fait égales.

Nous détaillons plus avant cedférentes caractérisations de la constriction au cha-
pitre 2. Nous en donnons ici une, découlant de la définition de ldité&ggénérique,
introduite par Laman [Lam7(Q pour des graphes. Nous I'adaptons & notre forma-

2Au sens ol les seuls sous-systémes rigides qu'il contienteswendrés par une contrainte.
13Cf. définition32 p. 37 du graphe de contrainte d'BCS
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lisme. Elle requiert tout d’abord la définition des notiordégrés de liberté&t de
degrés de restrictian

Définition 22. Degrés de liberté d’une entité géométrique :Soit (X, E) un uni-
vers géométrique. Le nombre de degrés de liberté d’'uneéegdibmétrique x de
sorte se X, notéddl(x), est le nombre minimal de parameétres qu’il faut pour fixer
un élément interprétant la sorte s.

Exemple 9. Degrés de liberté d’'une entité géométrique

En deux dimensions, le nombre minimum de parameétres pour fixe
un point est de 2g.gabscisse et ordonnée), de méme pour une droite
(e.g.codficient directeur et ordonnée a I'origine ou coordonnées du
projeté de l'origine sur la droite). En trois dimensions,paint a 3
degrés de liberté et une droite en a 4.

Définition 23. Degrés de restriction d'une contrainte : Soit (X, &) un univers
géométrique. Le nombre de degrés de restriction d’une aarte ¢, notéddr(c) est
le nombre de degrés de liberté qu’elle retire a I'une desaftales qu’elle contraint
si toutes les autres sont fixees.

Exemple 10. Degrés de restriction d’'une contrainte

Une contrainte fixant la distance entre deux poidis¢_pp () dans

la signature de I'exemplé) possede 1 degré de restriction, quelle

gue soit la dimension du modéle géométrique considére :

— en 1D, un point posséde 1 degré de liberté et lorsque I'onaion
un second point et sa distance a ce point, il est fixé;

— en 2D, un point possede 2 degrés de liberté et lorsque l'onaid
un second point et sa distance a ce point, il se retrouve sur un
cercle. Il lui reste alors un degré de liberté (positionnenser le
cercle);

— en 3D, un point possede 3 degrés de liberté et lorsque 'onaid
un second point et sa distance a ce point, il se retrouve ur un
sphére. |l lui reste alors deux degrés de liberté (positoment
sur la sphére).

Le degré de restricition d'une contrainte paramétrée d#mlenla valeur de son
parametre. Ainsi, 'exempl@é0 mentionne un degré de restriction de 1 pour une
contrainte de distance entre deux points. Toutefois, sialaw associée a cette
contrainte est nulle, la contrainte de distance devientaomtrainte d’égalité de
points, qui retire dona degrés de liberté en dimensian

Toutefois, pour toutes les autres valeurs de paramétrdegle de restriction est 1.
On dit alors que le parametre 0 est un cas dégénéré et on émrsidjue le degré
de restriction d’'une contrainte de distance est 1.
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Définition 24. Degrés de liberté et de restriction d’'unGCS: SoitS = (C, X, A)
unGCS Le nombre de degrés de liberté 8eest la somme des degrés de liberté de
ses entités géométriques. Le nombre de degrés de resira#is est la somme des
degrés de restriction de ses contraintes.

ddI(S) = Z ddi(x) ddr(S) = Z ddr©)

XeX ceC

Exemple 11. Degrés de liberté d’'urGCS

Sil'on revient a la figurel.3 (p. 23), on a unGCSou la somme des
degrés de liberté des entités est 6 (3 points en 2D, 2 degiiéedé
chacun) et la somme des degrés de restriction des congrasita (2
contraintes de distance). Il reste donc 4 degrés de libdtéradans

le GCS En dfet, en fixant le poinp;, une des coordonnées gget
une des coordonnées geon a retiré toutes ses libertés au systeme.

A partir des définitions des degrés de liberté et de resiricthn peut définir les
niveaux de rigidité structurels. lls correspondent a lact@risation de la rigidité de
Laman [Lam7(.

Définition 25. Niveau de rigidité structurel : Soit(Z, E,) un univers géométrique

avec une interprétation en deux dimension$et (C, X, A) un GCSconstruit sur

Y. S estdit

— structurellement sur-rigide siX’ € X tel que le system8&’ engendré par X
satisfaitddr(S’) > ddI(S’) - 3;

— structurellement sous-rigide ddr(S) < ddI(S) — 3 et gu’il n’est pas structurel-
lement sur-rigide ;

— structurellement rigide s’il n'est ni structurellemenirgigide ni structurelle-
ment sous-rigide.

Autrement dit,S est structurellement bien rigideddr(S) = ddI(S) — 3 et que pour
tout sous-system&’ c S on addr(S’) < ddI(S’) — 3. De nombreux solveurs 2D
recherchent donc a obtenir un systenmreemtités et 2x n — 3 contraintes ayant un
degré de restriction (et n'ayant pas de sous-systemeritités géométriques et plus
de 2x n’ — 3 contraintes).

De par I'importance accordée aux systemes rigides, de rexmlarticles de la litté-
rature parlent de systemes structurellement bien cotdr@igspectivement structu-
rellement sur-contraints et structurellement sous-eamits) pour désigner des sys-
temes structurellement rigides (respectivement stratteument sur-rigides et struc-
turellement sous-rigides). Le retrait de 3 degrés de kbaans la définition corres-
pond aux trois degrés de liberté d’'un objet rigide dans @ pldeux degrés en
translation et un degré en rotation.
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Il est important de noter que la définition de la bonne coctsdn structurelle ne
permet pas de détecter les cas ou des valeurs spécifiquesrdasfres empéchent
d’avoir des solutions (cas de la figute6) ou produisent des cas dégénérésg(
contrainte de distance avec une métrique de 0). Elle perenééfinir des systemes
qui sont rigideglans le cas généraPlus formellement, elle est valable uniquement
dans le cas générique 5S93Gra03, c’est-a-dire quand les valeurs des parametres
n'amenent pas un cas dégénéré.

Définition 26. Geénéricité : SoitS = (C, X, A) unGCS On noteA I'espace des va-
luationsp des parametresS est dit génériquement bien contraint (resp. générique-
ment sur-contraint et génériquement sous-contraint) siésure du sous-espace de
A tel queS n’est pas bien contraint (resp. sur-contraint et sous-caint) est nulle
par rapport aA.

On étend bien entendu cette définition a n'importe quellssdaleGCS: un GCS
est génériquement rigide, par exemple, si le sous-espaceatigations des para-
metres tel qu'il n’est pas rigide est de dimension nulle.

Intuitivement, la généricité est une définition probabalisune propriété est géné-
riguement vrai quand son contraire est de probabilité nulle

Notons que dans les applications classiques au plan ezrclidisp. a I'espace eucli-
dien), la définition de la généricité s’entend au sens du memé figures solutions
dansC? (resp.C®) : le GCSde la figurel.11est génériquement rigide car pour la
guasi-totalité des valuations des parametres, il exisesdleitions, méme si ces so-
lutions sont dans les complexes quand les valuations damg#ies ne permettent
pas de respecter l'inégalité triangulaire.

La définition25a d’autres limites que la restriction au cas générique nalonc-
tionne que pour des systéemes ne contenant que des poinsairdenintes de dis-
tance et a été abusivement généralisée a tous les systemBPa2Pde nombreux
systemes avec des contraintes d’angle, la définition tiepbtrs, mais il existe des
contre-exemples, comme celui de la figlird3ou un triangle est contraint par trois
angles : structurellement, le systeme est bien contraiig dans la pratique il est
soit sur-contraint (a partir de deux angles, on peut caldal@oisieme, il peut donc
y avoir contradiction) soit sous-contraint (si les valesosit cohérentes, alors le
systeme n’est pas rigide, car on peut appliquer une hometaéie solution sans
violer de contrainte). Elle doit donc étre étendue en ajaugae dans n’importe
quel ensemble dedroites, il doit y avoir au maximum — 1 angles.

Il a été suggéré dans un premier temps d’étendre la défirdéda bonne constric-
tion structurelle en 3D au%CS contenantn entités géomeétriques etx3n — 6
contraintes et ne contenant pas de sous-systemeeatités géomeétriques ayant
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Figure 1.13 -Contre-exemple Figure 1.14 -La
2D de I'extension de la double-banane : chaque trait
caractérisation de Laman a représente une contrainte de
des GCS ne contenant pas distance. Selon les métriques
uniquement des points et des associées aux contraintes, le
distances : le systéeme est soit systéme peut n'avoir aucune

sur-contraint soit solution ou une infinité de
sous-contraint, alors que solutions.

ddr(S) = ddi(S) - 3.

plus de 3x n” — 6 contraintes. Cette approche suivait la logique de la digfin#5 :
chaque entité géométrique a 3 degrés de liberté et un objdera 6 degrés de
liberté (3 en translation, 3 en rotation). Toutefois, destexemples ont rapide-
ment été trouvés, parmi lequel la « double-banane » déjdeapnt évoquée dans
les exemple$ et 7. Des versions étendues de cet exemple existent pour augiment
la connectivité du graphé/[S04]. D’autres configurations beaucoup plus simples
utilisant des contraintes d’angle existent, comme par ekenes configurations
d’Ortuzar [MFO6].

1.6 Bord et décomposition

Dans un systém&, un sous-systems&’ a des variablegterneset des variablede
bord. Les variables de bord sont celles qui apparaissent dardéasintes ou ap-
paraissent également des variablesdeS’. Ainsi, par exemple, dans la figuie4,
pour le sous-system$y, les variables de bord sofyis, ps} et les variables internes

sont{py, Pa}.

Nous avons rencontré les variables de bord lorsque nous aémi la compati-
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bilité de figure*. Nous en avons aussi précisé les conditions d’existenceéau t
remel. Le systeme qu’elles induisent joue un réle prépondéram tadécomposi-
tion en sous-systemes carsigstéme de bord'un systémeS;, sous-systeme de =
81+ 8o, contient toutes les informations nécessaires pour réeupésS)varys,)-

Définition 27. Systeme de bord SoientS; = (Cy, X1, A)) et S, = (Cy, X2, Ay)
deuxGCSconstruits sur la méme signature. Le systeme de bois, gear rapport
a8, est le systems;,(S1) = (Ce Xe Ae€) tel que

— Xe=X;NXy;

— Ae=AINA;;

= F(Bs,(S1) = F(S1)lpanxy)-

Pour améliorer la clarté des notations, quand le systemekdeS; est calculé
par rapport aS; et en 'absence d’ambiguit&s,(S1) sera noté simpleme#(S;).
De méme, on parlera daord de S;.

Il estimportant de noter que la définition du systéme de bsrdémantique puisque
fondée sur une égalité d’ensembles solutions. Il N’y a dascde garantie que la
signature permette d’exprimer les contraintes correspioted. Ceci est notamment
discuté au chapitrg, ou nous évoquons les conditions de correction des méthodes
de décomposition.

Le théorémes'® montre que retirer un sous-systéed'un GCSS ne change pas
les solutions du systeme résultant si le bordSdest ajouté :

SoitS = §;+ S, unGCSavecsS, = (Cy, X, Ay). Larestriction de (S) aux
variables deS, est I'ensemble des solutions du systéme obtenu en ajoutant
le bord deS; aS; :

F(S)lx, = F(S2 + B(S1))

En d’autres termes, il prouve la validité des méthodes derdposition ascen-
dantes : si les solveurs des sous-systémes sont corirectee(fournissent que des
figures qui satisfont les contraintes) alors I'assemblagesdus-figures fournira des
solutions valides.

Exemple 12. Ajout du bord

Dans I'exempled, X, est I'ensembl€ ps, ps, ps} et F(S,) contient
tous les triangles isocéles dont I'angle en le sommet palciaut
a. On peut observer que(S)|x, est le sous-ensemble dgS;) ou
la distance entr@s et ps estk;. 7(S2) comporte une infinité de tri-
angles qui ne sont des restrictions d’aucune solutiai desux pour
lesquels la distance entpg et ps ne vaut pa%;.

14Cf. définition 16 p. 24
15Cf.p. 78
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L'ensembleX; est{p., p., p3, ps}. Les variables du bord sont donc
Xe = X1 N Xy = {ps, ps} et F(B(S,)) contient tous les segments du
plan euclidien dont la longueur dst En considérant la signature de
'exemplel, cet ensemble peut étre syntaxiquement exprimeé par le
systemeB(S1) = ({dist_pp(ps, Ps, K1)}, {Ps, Ps}, {ki}).

Ainsi, S; + B(S,) restreintS, aux triangles isoceles ou le segment
opposé a l'angle principal a pour longudyr On a bienF (S, +
B(S1)) = T(SNXZ'

Notons quef (B(S.)) est 'ensemble des segments du plane-
E,2 — puisque les inconnues du bord 8¢ sont{ps, ps} et que la
distance entre ces deux points, d&ijs n’est contrainte ni directe-
ment (par I'énoncé) ni indirectement (par un théoreme pteme
de calculer cette distance a partir des contrainteSelci, la re-
lation estF (S)Ix, = F(B(S2) + S1) mais le systeme de botB(S,)
n‘ameéne pas d’informations pertinentes puisque)|x, = 7 (Sy).
Cela signifie que retiref, de S n’a aucun impact sur I'espace des
solutions valides des inconnues Xg

Le bord d'unGCSpeut étre génériquement sur-contraint : par exemple, sysn s
teme rigide partage trois points avec le reste du systemey@a contient notam-
ment les trois distances et les trois angles du triangle sNt&iinissons donc la
notion de base d’'usCS a partir de laquelle 'ensemble des informations&DS
peuvent étre calculées.

Définition 28. Base d’un systéeme de contraintes géomeétriquesSoitS un sys-
teme de contraintes géometriques, asee (C, X, A). Une base d& est unGCS
S = (C’, X,A) minimal non génériquement sur-contraint tel gue € C,(C' U

{c}, X, A) est génériquement sur-contraint.

Nous précisons maintenant ce que signifie décomposer uensysie contraintes
géométriques. La décomposition d'GCSrepose sur la stratégie « diviser pour
régner ». LeGCSest coupé en sous-systémes qu’un solveur peut gieeesdit
résoudre directement, soit décomposer récursivemenbjdctif de la décomposi-
tion est la résolution du systeme global, la résolutionai@e&’'unGCSde grande
taille étant souvent impossible. La décomposition a aussi pvantage de réduire
la complexité du processus de résolution, méme si dans lgigrcak il ne s’'agit
gue de division par une constante, la complexité de la réenld’'un sous-systéeme
étant la méme que la complexité de résolution du systemeahglBlour des mé-
thodes avec une complexité exponentielle, comme nous ems@u chapitre, le
gain est substantiel.

Définition 29. Décomposition d'unGCS: Une décomposition d'u@CSS =
(C, X, A) est une suite d&CSSy, ..., Sy telle queF (S) = F(S1 + -+ + Sp)lxua €t
Sc(S1+---+8y).
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Autrement dit, une décomposition n’est pas une partitichabmtraintes d& dans
la mesure ou de nouvelles contraintes peuvent apparaitsdemsystemes;. Tou-
tefois, s'il y a des contraintes supplémentaires crééks @bivent nécessairement
étre redondantes avec cellesSlear dans le cas contrairg(S) # F(S1+- - -+Sy).
De maniere évidente, une décomposition doit étre guidéasmantique, sa dé-
finition reposant sur le fait que l'interprétration d’'unegénceS; + --- + S, est la
méme que celle d§.

1.7 Méthodes de résolution

Nous formalisons ici diverses notions utiles a la résohutitout d’abord, définis-
sons ce qu’est un solveur.

Définition 30. Solveur : Soient(X, &) un univers géométrique &= (C, X, A) un
systeme de contraintes géométriques non génériquemeoodstraint. Un solveur
est une fonction qui & associe un ensemble de figuresSie

Notons qu’un solveur, d’apres cette définition, doit assogichaque inconnue des
coordonnées, mais que les figures gu'il fournit ne sont passsairement des so-
lutions. On dit d’'un solveur qu'’il estorrectsi toutes les figures qu’il fournit sont
des solutions dGCSet qu'il estcomplets’il fournit toutes les solutions.

Une approche répandue pour la conception d’un solveur ésiriaée d’un plan de
construction.

Définition 31. Plan de construction : Etant donné un ensemble de solveurs P, un
plan de construction est une décompositionSden S; . .. S, telle que :
— 8, est un sous-systéme 8¢
- Viell,...,n], S; estrésoluble par un solveur de P;
- Vie[2,...,n], les entités geométriques communé&s at a la somme deS;, j <
i sont des parametres ds.

On dit d'un plan de construction qu’il est strict si aucunteyseS; n'a plus d’'une
inconnue. Sinon, on dit gqu'’il s’agit d’'un plan de constroatpar blocs.

Une autre approche répandue (et non incompatible) esttcbatesle GCS sous
forme d’'un graphe de contrainte.

Définition 32. Graphe de contrainte : Le graphe de contrainte d'u@CSS =
(C, X, A) est le graph€V, E) défini par :
— ily a une bijection entre V et les entités géométrique$ de
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— ily aune bijection entre E et les contraintes8e
— si x € XU A est une variable de c, I'aréte correspondant a c est indielen
nceud correspondant a x.

Notons que dans le cas de contraintes dont l'arité est supéra 2, il s'agit d’'un
hyper-graphe. Selon la topologie du graphe de contraiategeut dire que I&CS
posseéde une chaine fermeée.

Définition 33. Chaine fermée :Une chaine fermée d’uBCSest un sous-systeme
dont le graphe de contraintes est un cycle.

Par opposition, un systeme est une chaine ouverte s’il teecbpas de chaine fer-
mée. Dans le domaine de la cinématique, la définition de eafmée est considé-
rée dans le cadre d’'un assemblage d’objets rigides. Le gidg@bontraintes contient
alors un nceud par objet rigide et les arétes représenteraigmintes d’incidence.
Pourtant, en modélisation par contraintes, chaque olgjieferiserait représenté par
un sous-systeme a plusieurs entités, formant plusieuteehtermées. Dés lors, un
objet que I'on modéliserait naturellement comme une chigimeée peut étre consi-
dérée comme une chaine ouverte si les cycles du graphemamcesnt en réalité a
des sous-systemes rigides.
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Chaque probléme résolu en fait naitre d’autres, en général
plus djficiles
— Georges Pompidou, homme politique francais

Dans ce chapitre, nougfectuons un apercu des principales méthodes de résolu-
tion de GCS décrites dans la littérature. Nous commencons par décloteale-
ment quelles sont les grandes approches de la résolutiorstigres de contraintes
géométriques et montrons quels sont actuellement les gralgdrithmes de dé-
composition. Nous mettons ensuite I'accent sur une étus@dieles traitant de la
caractérisation du niveau de constriction d'un systeme éa ananipulation ou de

la résolution de systemes de contraintes géomeétriqguescentimints.
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2.1 Resolution de systemes de contraintes geéométriques

La section2.1.1offre un apercu des grandes familles de méthodes de résoltition e
donne leurs forces et faiblesses respectives. La se2ZtioBeffectue un survol des
méthodes de décomposition GES

2.1.1 Grandes approches de la résolution

La résolution de systémes de contraintes géométriquesestience jeune et, a ce
titre, le recul peut manquer encore potfeetuer une classification satisfaisante des
différentes approches de la résolution3ES Nous donnons ici une classification
proche de la plupart de celles que I'on retrouve dans ledestrécents.

On peut tout d’abord classer les méthodes de résolution engtandes familles,

selon qu’elles traduisent les contraintes sous forme di#ops ou non. Les pre-
mieres forment la famille des méthodes de résolution aigées, les secondes la
famille des méthodes de résolution géomeétriques.

Les méthodes algébriques sont générales et peuvent fonetidans tout univers

géométrique dans lequel les résolutions d’équations sonidisées et axioma-

tisées. Elles traduisent le systéeme de contraintes géionésr sous la forme de

systemes d’équations et travaillent sur ces équations kelmaatile caractere géo-

métrique de ce que représentent les inconnues. Les méthlgdsiques peuvent

elles-mémes se fiérencier en deux familles :

— les méthodes symboliques, qui manipulent formellemenégeations ;

— les méthodes numériques, qui réalisent des calculsiitéagiprochant les solu-
tions.

Les méthodes geométriques ne peuvent fonctionner que easlie des raison-

nements pris en compte par le programme et ne sont donc pgdétem Elles se

basent en général sur des raisonnements génériques. Ljeatifofist la mise au

point d’un plan de construction paramétré a évaluer nuraéngent. Les méthodes

géométriques peuvent elles aussi se subdiviser en

— les méthodes a base de regles, qui opérent des déductmmgtg§ues a partir
de regles de déduction explicites;

— les méthodes a base de graphe, qui abstraient et apprdebartinnaissances
géométriques sous la forme de regles combinatoires.

Nous donnons ici des détails sur lestélientes familles de méthodes. Le lecteur

désireux d’en savoir plus pourra se référer a quelques Eapalisant un état de

I'art de ces questions BFH*95, Doh95 HJAO5, Hof06, IMS07 JAQY
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2.1.1.1 Méthodes symboliques

Les méthodes symboliques consistent & manipuler direciele® équations. Leur
intérét réside dans leur capacité a résoudre de maniéréeexate une classe de
probléemes avec des parametres. Ces méthodes sont proclpeswdess en géome-
trie.

Le principe de ces méthodes est de trianguler le systemeatiégs puis de re-
soudre chacune des équations obtenues. Parmi les méthedeangularisation,
on peut citer les bases de&@ner [BCK88, Buc85 Kon90, Kon97 et la pseudo-
division de Rrr-Wu [Cho88 CG9(Q GC98a GC98h Wu84|.

Leur inconvénient principal est leur codt algorithmigue,naocins exponentiel, qui
les rend inutilisables dans la pratique pour des logicielsxddélisation interactive.

2.1.1.2 Méthodes numeériques

Les méthodes numériques, contrairement aux symbolique$avantage de leur
efficacité : elles consistent a profiter de la puissance de caddésubrdinateurs pour
effectuer des calculs itératifs approchant les solutionssklbnsistent a considérer
le systeme de contraintes géométrigues comme un problépgérdisation.

La plus connue d’entre elles est la méthode dsvidn-Rapuason [Ypm9Y, qui
consiste a dériver la matrice correspondant au systementi@tes et a approcher
la courbe de la fonctior a optimiser par sa dérivéie (la matrice Jacobienne dans
notre cas). A partir d’'une valew, a I'étapen (initialement celle de I'esquisse) on
prend comme valeur a I'étamer 1 une racine de I'’hyperplan tangent a la courbe en
Xn : Xne1 = Xn— T/(X%) 1 f(X,). On itére ainsi jusqu’a étre fisamment proche d’une
solution. Puisqu’elle passe par une inversion de matriagagthode ne fonctionne
gue sur des matrices carrées et donc des systemes bierirgsntra

Cette méthode est bien sar sensible aux optimums locaux btesstonnue pour
manquer de stabilité. Lhomotopie ou continuatié«[93] a été appliqguée aux sys-
temes de contraintes geométriques panire et MicaeLucct [LM95, LM9643] puis
utilisée par ditérents auteurdjur98 DHOOQ]. C’est une méthode plus stable opé-
rant un suivi de courbe paramétrée : elle consiste a faiefpolation linéaire pour

t de 0 a 1 de la courbe définie par le systeme d’équatitpxst) = tF(X) + (1 -
t)(F(X) — F(Xo)). Elle est un peu plus colteuse mais a, contrairemertvard-
Rarhson, des bassins d’attraction intuitifs : si la figure initiadgest proche d’'une
solutionx, c’est versx que I’homotopie convergera.



42

2. Etat de l'art

Des approches globales par algorithmes génétiques ontraép@sges ECG99
CCO02 CLCO06, VEGO€ mais donnent des résultats peu satisfaisants en terme de
ratio tempgprécision. L'arithmétique par intervalle&po87] fournit de bons ré-
sultats mais son codt I'a longtemps rendue inutilisablesdarmpratique. L'ajout de
techniques de programmation par contraintes ameélioreetinacité NTC10. La
littérature contient d’autres méthodéxof81, LLG81, Nel85.

Outre les problemes de stabilité, les méthodes numériquéient aussi de leur
incomplétude : Mwrton-RapHsoN, par exemple, ne fournit qu’une seule solution.
L’homotopie peut fournir toutes les solutions, mais sont@iest alors augmenté.

2.1.1.3 Méthodes a base de graphes

Les méthodes a base de graphe traduisent le systeme dertestgeomeétriques
sous la forme d’un graphe de contrainte. Elles fonctionpantdécompte de degrés
de liberté et sont donc limitées au cas générique. La cosaraie géométrique est
compilée sous la forme de régles combinatoires.

Une approche classique est celle de la propagation de ddgréberté Fut63
LK98, FBMB90, VA92] : en fixant un segment, on regarde itérativement quelles
entités sont considérées comme constructibles. La rétqeagation consiste, a I'in-
verse, a retirer itérativement du graphe les nceuds qui ¢abtde contraintes que
de degrés de liberté, jusqu’a atteindre un systeme que biansdvoir résoudre,
dans l'idéal limité a un segment (en 2D, deux segments ayapbint commun en
3D). Les méthodes de (rétro-)propagation échouent a résales systemes dont
le graphe de contrainte et triconnexe, comme celui de ladi§® Arr-Aoupia et

al. [AAHMS99] proposent une méthode de constructions de clusters ppagae
tion et d’assemblage de ces clusters, permettant d’augmlertlasse des systemes
résolubles, sans pour autant permettre de traiter n’irepguel systéme a graphe
triconnexe.

Une autre facon de procéder, avec des résultats similaioesiste a considérer
le systtmes de contraintes géométriques sous la forme daphg de flux et a
chercher a maximiser le flot y circulant. Le théoreme dsi-HaLL indique que
I'existence d’'un couplage parfait est équivalente a la lpatonstriction générique
duGCS Laraam et MiopLeprrca [LM96b] sont les premiers a utiliser cette approche
sur des systémes de contraintes géométriques, approctse et@tendue pardse-
MANN et al. [HLS9§. Jermann et al.[JNTO3J y ajoutent des connaissances géomé-
triques explicites pour améliorer la correction.

Enfin, les méthodes de décomposition, descendantes oudastes, sont nom-
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breuses avec des graphes. Parmi les plus importantes, orcipgules travaux
d’Owen [Owe9], qui effectue une décomposition descendante en découpant des
graphes en composantes triconnexes par la recherche és pgairticulations. I
coupe le graphe au niveau d’'une paire d’articulation, re@@eursivement) I'une

des deux parties, et ajoute une contrainte virtuelle dasedande pour palier au
retrait du reste du systémeFupos et Horrmann [FH97] obtiennent une méthode

de décomposition similaire a celle di@~ en formant deslusters Joan-Arinyo et

al. [JASRVMVP04 montrent que les systemes résolubles par ces méthoddssont
mémes et propose une formalisation unifiée permettant demtéen la congruence

de ces méthodes.

2.1.1.4 Méthodes a base de regles

Les méthodes a base de regles utilisent des systémes axpégrsint des raison-
nements géométriques explicites. A partir d’'un ensembledkes de déductions
et du systeme de contraintes géométriques, elles cortsistdrercher a appliquer
des regles de déduction, le cas échéant en construisantugielles entités géo-
métriques, pour calculer un plan de construction enchatfesconstructions géo-
métriques simples : intersections de droites, de cerctasstaiction d’'une droite
passant par deux points connat;.

La plupart des approches de résolution@ES a base de regles sont limités au
plan [Ald88, AMRV91, Bru93. Les premiéres méthodes traitant de systemes 3D
sont en réalité limitées a des cas tres spécifiques et ontwiesapce de résolu-
tion faible [Brii87]. Certaines méthodes se confondent en outre avec des preuveu
géométriquesgrug7].

Sunpe [Sun87 propose une méthode par agglomération en construisarttgees
de sous-systemes : les CA-sets, ou tous les angles sont cdesuSD-sets, ou
toutes les distances sont connues. Un raisonnement géquedtri permet d’ajou-
ter des entités a des CD-sets ou des CA-sets et d'opérer dendude ces sous-
systemes. Le mode de fusion ou d’ajout lui permet égalenedéduire un plan de
construction.

VEerrousT et al. [VSR9J montrent que I'ajout de nouvelles informations permet
d’augmenter la puissance de résolution, en résolvant mo&rnle systeme de la
figure 8.2, que les méthodes d’alors (opérant principalement parqgatmon des
degrés de liberté) ne pouvaient traiter.

ILes travaux d’Gven seront décrits plus précisément dans la se@i@nou nous en prouvons la
correction et la complétude.
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Joan-ARriNyo et Soto-Riera [JASR9T formalisent un solveur a base de regles sous la
forme d’'un systeme de réécriture et prouvent ainsi la cgarare de leur méthode.

Peu de nouveautés ont été proposeées dans la littératuréaddarniere décennie.

2.1.1.5 Méthodes hybrides

Bien s(r, certaines méthodes ne se classent totalement geunseades quatre fa-
milles évoquées plus haut, car elles sont hybrides.

Parmi celles-ci, on peut citer notamment la méthode de aapétrisation qui con-
siste a résoudre un systeme que I'on ne sait pas décomposetirant une con-
trainte puis en opérant une rétro-propagation. Si la nétopagation échoue a abou-
tir & une chaine ouverte, on continue a retirer des conésiet a recommencer
la rétro-propagation. Ensuite, on rajoute autant de comnés qu’on en a préala-
blement retirées, pour transformer la chaine ouverte obtem un systeme bien
contraint. On fait ensuite numériquement varier les valel@s parametres des con-
traintes ajoutées pour rattraper les contraintes que l'ati@es. Cette approche a
été introduite par &o et al.[GHY02, GHY04] dans le cas de la suppression d'une
unique contrainte et étendue paske et Sureck [FS06§ FS07 FS09.

Lee et Kim [LK96, LK98] introduisent une méthode considérant un raisonnement
sur les graphes pour accélérer le raisonnement d’'un systapext. De méme,
Joan-ARrINYo et Soro-Riera [JASR99 étendent les travaux dedekmann et ban-
Arinyo [HJA97] combinant une méthode constructive a base de graphes et une
méthode symbolique d’analyse d’équations. lIs la forneslisnotamment sous la
forme d’un systeme de réécriture.

Lee et al. [LKLKO3] améliorent une méthode a base de graphediectaant des
calculs numériques pour des étapes que le raisonnemenirainite ne peut ef-
fectuer.

2.1.2 Deécomposition de systemes de contraintes géométriques

Une tendance générale des travaux de résolution, depurs deedi années 80, est
la décomposition du systéme. Qu’elle soit ascendante @mtifte un sous-syteme
résoluble, on décompose récursivement le reste du syspeisen assemble les so-
lutions) ou descendantes (on donne un critere de découpayst&me en plusieurs
sous-systemes nous assurant de savoir assembler less®ltis sous-systemes et
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on itére récursivement sur ces sous-systemes avec comene cfiarrét I'identifi-
cation de sous-systemes que I'on sait résoudre) elles otgst@our objectif a la
fois de simplifier le raisonnement géométrique et de faimimlier le colt. Elles
ont également I'avantage d’augmenter la puissance deuté&sgl par rapport par
exemple aux méthodes a base de graphe fixant un segment ptasibpne propa-
gation des degrés de liberté. Cette puissance accrue tidaittadue les méthodes
consistent — méme si ce n'est pas formalisé ainsi — a remplaceous-systeme
résolu par son bord.

Nous donnons ici des détails sur certains travaux particsitie décomposition. Le
lecteur intéressé par les méthodes de décomposition peeirétérer aJTNMOg.
En outre, certaines méthodes citées plustaumictionnent par décomposition.

Horrmann et al. [HLS97, HLS98 HLS99 développent une méthode de décom-
position a base de flux qui produit des sous-systateeses minimauxCes sous-
systemes correspondent aux plus petits sous-systemestasple critere de A-

MAN?.

ZHuanG et Gao [ZG04, ZG064 proposent une décomposition @&CS 3D basée
sur la connexité du graphe et les techniques d’assemblagespondantes. lls ar-
rivent notamment a détecter la sur-constriction dans iosrtzas, comme celui de

la double-banane, ou I'extension du critere derh~ indique la bonne constriction.

lls proposent égalemenf G064 des méthodes de décomposition spécifiques pour
des systémes sous-contraints.

Situaram [Sit0f introduit les graphes de coutdret des criteres permettant de
déterminer les conditions d’assemblage de systemes 38esgyant des points
communs.

Durourp et al. [DMS97, DMS9§ introduisent la notion de bord pour généraliser
la notion de lien virtuel d’@en : lorsqu’un sous-systeme est résolu et retiré, ils
ajoutent au reste du systeme les informations calculalales & sous-systeme ré-
solu concernant les entités géométriques partagées anestéedu systéme.

Des travaux récents sur la décomposition cherchent a napasser les systemes
rigides. $ureck et SHramM [SS0G montrent ainsi comment résoudre des systemes
gue I'on peut mettre a I'échelle cBreck et Maruis [SMO€ en déduisent un algo-
rithme de décomposition qui réussit a résoudre des systégigss non construc-

2SunpE [Sun87, Owen [Owe91, L atnam et MippLepitch [LM96b], Fupos et Horrvann [FHI7),
Arr-Aoupia et al.[AAHMS99], Joan-Arinyo et al.[JASRVMVP04

3En extension des travaux demuam et MippLepitcH [LM96b]

4Cf définition22 p. 31

SAngl. : seam graphs
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tibles a la regle et au compas. van deknbdn et Bronsvoort [VAMB10] montrent
comment résoudre des systémes rigides en les décomposdes atusters non
rigides.

2.2 Gestion des différents niveaux de constriction

La section2.1 présentait un état de I'art des méthodes de résoluticB@8 Trés
générale, elle n"abordait pas spécifiquement la questida destion des diérents
niveaux de constriction d'u@CS La présente section se centre sur la littérature
décrivant des approches de la sous-constriction, de lecasgtriction et de quelques
thématiques liées.

La section2.2.1fait le tour des diérentes approches visant a caractériser le niveau
de constriction d'ureCSou a s'abstraire de I'hypothése de rigidité ; la sec2cdh?2
explique en détail la méthode du témoin; la secBah3parle des travaux visant

a s’abstraire de I'hypothése de rigidité dans la résolytiarsection2.2.4explique
guelles méthodes existent pour gérer le probleme spécifigua sur-constriction
d’'un GCS; enfin, la sectior2.2.5détaille les travaux concernant la correction de
GCS sous-contraints ou ['utilisation de la sous-constrictiour la résolution de
systémes.

2.2.1 Caractérisation du niveau de constriction

2.2.1.1 Topologie structurale

La topologie structurale est un domaine d’étude sciengfigupart entiére, plus
vieux et plus vaste encore que celui des systémes de cdaargj@ometriques. Il
serait donc illusoire de vouloir en faire ici un état de l'approchant I'exhaustivité.
De par ses liens forts avec le sujet de nos travaux, noussoanfaici un survol puis
détaillons quelques travaux particuliers.

Le sujet d’étude de la topologie structurale est les assageblde segments rigides
(ou barres), reliés ensemble par leurs extrémités. Ces beggn peuvent étre re-
présentés sous la forme de graphes, dont les sommets sgmides(du plan ou
de I'espace selon la dimension) et ou une aréte entre deuxistssignifie que ces
deux points sont reliés par une barre. La question poségelotpe structurale est
de savoir si un assemblage donné est rigide, c’est-a-dilistiance entre n'importe
guel couple de points est fixée.
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a

Figure 2.1 - Deux réalisations d’'un méme graphe 2D : réalisation
générique (a) et dégénérée (b)

Le lien avec la résolution deCSvient de la possibilité de considérer ce champ de
recherche comme un cas spécifique de la caractérisationridgdiéé, limité a un
univers ou la seule entité géométrique est le point et leg&@iotes sont toutes des
contraintes de distance de point & point. Une réalisation gfaphe est une solution
du GCSpour des valeurs connues des parametres (ici les longuesitsagres).

Les travaux en topologie structurale sont basés sur I'tihngsst de généricité, qui
affirme que si une réalisation d’'un graphe est rigide, alorgoeetoutes les réalisa-
tions de ce graphe sont rigides. Autrement dit, les valeesgparametres importent
peu pour étudier la rigidité d’un systéme a barres, puisquées certaines valeurs
spécifiqgues des parametres, dont la probabilité d’apparist proche de 0, gé-
nérent des réalisations non rigides. Ces cas sont appeléasleg€générés et sont
la plupart du temps des réalisations ou les points vérifiestabntraintes d'inci-
dence ou d’alignement qui n’appartiennent pas au systeméigure2.1 montre
deux réalisations d’'un méme graphe : celle de gauche estigéaénon dégéné-
rée) etrigide ; celle de droite est un cas dégénéré de pagdetes de distance qui,
induisant des parallélismes, généerent un degré de libgpi@éamentaire.

En terme deGCS I'hypotheése de généricité exprime que s'il existe une atidun
des parametrgs telle que les solutions du systeiSe= (C, X, A) sont rigides, alors
pour presque toute valuatign: A — & des parametres,,(S) est bien-contraint
moduloles déplacements.

Dans le plan et avec I'hypothese de généricité, la caraet@wn de la rigidité a été
résolue par hman [Lam7(®. Basée sur le théoréme deéndc-HaLL, la caractéri-
sation de laman est purement combinatoire : elle indique qu'un graphe plana
an sommets est rigide s’il ar2— 3 arétes et aucun sous-graphendesommets
avec plus de@ — 3 arétes. Des preuves alternatives du théoréemesgeN.ont été

6Cf. chapitrel et plus précisément la définiti@b, p. 32
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données$T08 Tay99.

La caractérisation deAman de la rigidité structurale est longtemps restée inappli-
guable de par le colt exponentiel d’'une vérification de tesssbus-graphes. Les
travaux de lovasz et Yemint [LY82] puis de dckson et brpan [JJ0F ont permis

de trouver des caractérisations basées sur la connexiteapgheget ainsi des algo-
rithmes en temps polynomiaCpn0g. De méme, knprickson [Hen93 fournit un
algorithme permettant de décomposer le graphe en blodesgiontenus les uns
dans les autres (qui correspond a une triangularisatiohlpes).

En trois dimensions, aucune caractérisation combinaté@st connue. Une exten-
sion naive du critere deauan consisterait a définir comme structurellement rigide
un graphe a sommets et ar3— 6 arétes et n’ayant pas de sous-grapheaxrétes

et plus de & — 6 arétes. Le contre-exemple classique de la double-bahase
constitué de deux systemes rigides ayant deux points cosimun

Le systeme 2-connexe résultant est a la fois sous-con#gasttucturellement sur-
contraint : il est structurellement sur-contraint car,fs@s dégénéré, les valeurs de
la distance entre les deux points communs, calculées dansrckles deux systemes
rigides, ne sont pas identiques. Dans le cas ou les valentggbérentes et ou les
deux systemes rigides peuvent étre assemblés, alorsibtesest flexible puisque
la droite passant par les deux points communs constitue e@matour duquel un
systeme peut tourner sans que l'autre ne change.

Les tentatives de déjouer ce probleme en s’attaquant a feegé du graphe et en
cherchant des coupes de graphe ont échoué, puisgua.dd et Svoeyink [MS04]

ont exhibé des systémes construits a partir de la doublaAeamespectant combi-
natoirement I'extension 3D de la caractérisation d&Ax mais avec une connexité
plus elevée. De méme r&ro [Cra79 montre une extension de la double-banane
fait de plusieurs « bananes » interconnectées et proposalgser la topologie du
systéme pour caractériser la rigidité.

Dans le domaine de I'étude de la rigidité de systemes 3D dasrésultats les plus
importants a ce jour est le théoreme dex@iy [Caul3d: il montre que les polyédres
convexes sont rigides si leurs faces sont rigides. Sa pr&aiteerronée, mais a été
plus tard corrigée pari®inirz en 1928. Aexanprov a dfaibli les hypothéses de
Cauchy en 1950 Bab04. Le théoreme de Gicuy a été démontré dieremment (et
sans erreur connue) pardser [Sto6g.

’De maniére générale, on peut étendre ce critére en dimesisioronsidérant structurellement
rigide un graphe & sommets etin — @ arétes et n‘ayant pas de sous-systémésommets et
plus dedn’ — 44D aretes.

8Cf.fig. 1.14p. 34
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Ce résultat a été partiellement étendu pavd& [Glu74] qui montre que presque
tous les polyédres (convexes ou non) sont rigides. |l faytdbthése que cela est vrai
pour tout polyédre triangulé, maiseLLy [Con79 exhibe des contre-exemples.

Henprickson [Hen97 pose la question des conditions nécessaires pour qu’un gra
phe ait une unique réalisation : il ne s’intéresse pas seaneenla rigidité du graphe
(nécessaire pour avoir une unique réalisation) mais audittons dans lesquelles,
moduloles déplacements, il n'existe qu’une seule solution. llobainnotamment
gue si un graphe en dimensidra une unique réalisation, alors soit c’est un graphe
complet avec au plus+ 1 nceuds, soit c’est un graptie 1 connexe génériquement
sur-contraint. Il propose des algorithmesfiiglients pour le plan et pour I'espace)
pour identifier les graphes rigides et non génériguementautraints.

Fexete [FekOg pose quant & lui la question des éléments qu'il faut fixersdam
graphe 2D quelconque pour qu'’il soit rigide et, plus préuisst, de I'ensemble
minimal de noeuds du graphe a fixer pour cela. Il montre quedag groblemes
peuvent étre résolus en temps polynomial, sans pour awtamtif d’algorithme.

Le lecteur désireux d’en savoir plus sur la topologie striade pourra se référer
au livre de Gaver, Servarius et Srvarius [GSS93 ou au plus récent ouvrage de
Graver [Gra03.

2.2.1.2 Applications de la topologie structurale aux GCS

Les travaux de kruam et MippLepitca [LM96D] visent a découper un systeme de
contraintes 2D fait da& points et de & — 3 distances en trois parties : une partie
rigide, une partie flexible et une partie sur-contraintggotime des parties n’étant
pas nécessairement connexe. lIs considerent le graphei lgipités — contraintes
et cherchent un flux maximal. Afin de prendre en compte l'iiraze par les dé-
placements, ils sélectionnent deux points reliés par uné¢raate de distance et
ajoutent une contrainte virtuelle, liée a ces deux poimsée au noeud puits par
un arc de capacité 3. Si un couplage parfait est trouvé, fghgraorrespond a un
GCSrigide. Quand ce n’est pas le cas, ils identifient trois spraghes maximaux :
le sous-graphe qui admet un couplage parfait (qui corrabpda partie rigide), le
sous-graphe dans lequel il n’est pas possible de satursttas contraintes (qui
correspond a la partie sur-contrainte) et le sous-graphg leguel il n’est pas pos-
sible de saturer tous les points (qui correspond a la paetxdbfe). lls proposent
des moyens d’identifier des contraintes a retirer dans lenseet a ajouter dans le
troisieme afin de rendre le systéme rigide. Classiqguemsrttaiiuisent également
le graphe de flux en graphe réduit, en orientant les arcs dati@h nulle du point
vers la contrainte et les autres arcs dans les deux sengmiusionnant les nceuds
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appartenant a une méme composante connexe de ce graphe.

Lamure et MicueLuccr [LM98] ont proposé une méthode de décomposition trou-
vant une décomposée ameliorée par rapport a celleud@Ade-MEeNDELSOHN. La
méthode est basée sur une étude du graphe bi-parti coroesgi@oit auGCSsoit

a un systéme d’équations. Le calcul d'un couplage maximaremant une aréte
donnée pouvant mener a des erreurs, comme c’était le cagalgonsthme de La-
tHAM et MiopLeprrcH [LM9I6D], ils proposent de tester chaque couplage maximal
obtenu en fixant tour a tour lesffirentes arétes du graphe. lls peuvent ainsi détec-
ter des graphes (et, par extension, @€ structurellement sur-contraints.

Les travaux de brrvann et al. [HLS97] se basent sur la rigidité structurelle en
définissant la densité d’'un graphe comme Ifédence de la somme des degrés
de liberté des entités géométriques et de la somme des digmestriction des
contraintes et en recherchant des sous-graphes densts-clige des sous-graphes
dont la densité est supérieure ou égateda@n dimensiord.

Pour trouver des sous-graphes denses, ils se basent sucuirdescouplage maxi-
mal dans le graphe biparti. lIs « distribuent » les degrégsigiction des contraintes
dans le graphe de flux en cherchant des chemins amélionasds, § ne pas pouvoir
distribuer totalement les degrés de restriction d'uneradmie. Lorsque cela arrive,
ils identifient un sous-graphe dense contenant cette ¢otgra

lls proposent également un algorithme pour trouver le swaphe dense minimal
d’un graphe structurellement sur-contraint dans le cagsudleurs des paramétres
font qu’il a tout de méme des solutions. Toutefois, I'ensknaes algorithmes pro-
posés dandLS97] se basent sur I'heuristique de la rigidité structurelléatouent
donc a caractériser correctement des systémes constnuits gnivers géométrique
plus vaste que des points et des distances du plan.

Des tentatives ont été mené&stp( pour trouver des heuristiques améliorant I'al-
gorithme de recherche des sous-graphes denses, en neétansigue les sous-
graphes contenant au moiths 1 sommets en dimensiahou en ajoutant des regles
ad hocpour reconnaitre certains sous-graphes precis. |l e$t facitefois de mon-
trer [JNTOZ que ces deux approches n'améliorent que tres peu la casatien,
voire créent de nouveaux problémes.

2.2.1.3 Rigidité structurelle étendue

Pour palier a cela, les travaux deralann et al. [JNT02 JNTO3 donnent une
nouvelle définition de la rigidité structurelle, appelégrigidité (angl. : exten-
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ded structural rigidity), qui contrairement aux caradations précédentes, prend
en compte des connaissances géométriques. lls introdllaseotion de Degré De
Rigidité (DOR) d’'un sous-systeme qui est le nombre de déplacements indépis
gu’il peut admettre.

A partir de cette notion, &srigidité se définit comme suit : UBCSS est

— suresrigide sidS’ € S, DOR(S’) > ddI(S’) — ddr(S);

— sousestrigide si DOR(S) < ddI(S) — ddr(S) et queS ne contient pas de sous-
systeme suesrigide ;

— esrigide si DOR(S) = ddI(S) — ddr(S) et queS ne contient pas de sous-systeme
suresrigide.

JerMANN et al. prouvent que EBsrigidité est une meilleure approximation de la ri-

gidité que la rigidité structurelle classique en montrariil g’y a pas plus de faux

positifs (systémes non rigides classés comme étant rigashastilisant lesrigidité,

mais qu’il y a moins de faux négatifs.

De par la forte similarité entre la rigidité structurelleassique et Bsrigidité®,
ils conseillent donc une modification de tous les algorithibasés sur la rigidité
structurelle classique afin de prendre en compeerigidité. A titre d’exemple,
ils montrent quelles modifications a apporter a I'algoriéhde recherche de sous-
graphe dense deddrmann et al. [HLS97].

2.2.1.4 Autres caractérisations de la rigidité

D’autres caractérisations de la rigidité ont €té propos&asiaram et Zaou [SZ04
ZhoO§ introduisent la rigidité modulaifé€, une caractérisation approximative com-
binatoire basée sur un calcul de flux. lls montrent que legeByss rigides sont
module-rigides et que leur caractérisation permet de ndqmaber dans certains
pieges de la caractérisation deMan.

Harier et al. [HLSJS 09] proposent une caractérisation combinatoire étudiant le
graphe de contraintes mais pour un univers géometriquaantides contraintes
d’angles et d’incidence.

%|| suffit de remplaceP %) par DOR()
10Angl. : module-rigidity
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2.2.2 Interrogation de témoins

Nous proposons, aux chapiti@st 7 des extensions de la méthode du témoin. Nous
effectuons donc ici une explication détaillée de ce en quoicaliesiste. L'interro-
gation de témoinsNIFO6, MFLMO06, MFO7, MFQ9] se classe dans les méthodes
algébriques et permet d’identifier les degrés de liberté GCS Elle se base sur
I'univers classique de la topologie structurale et, comouget méthode algébrique,
sur une traduction dGCSS = (C, X, A) sous la forme d’un systeme d’équations

F(A, X).

Classiquement, la recherche de solutions consiste a tréesemleurs des incon-
nues deX telles queF(A, X) = 0. Une fois une solution de ce systéme connue,
la méthode consiste a analyser les mouvements infinitégipeunis, c’'est-a-dire
trouver quelles perturbations de la solution ne violent [pascontraintes, afin de
trouver quels sont les degrés de liberté du systéme. Le aausigsteme d’équa-
tions a résoudre est(A, X + ev) = 0, ouv représente le vecteur vitesse des entités
géomeétriques.

Un développement limité nous permet d’établir que

F(A X+ &Vv) = F(A, X) + eF’(A X) x v+ O(&?)

Comme nous étudions les possibilités de mouvement d’'unéi@oldu systeme,
nous avonsg=(A, X) = 0. De méme, I'élémerd(s?) est négligeable. Nous posons
donc la question des conditions dans lesqudig#\, X) x v = 0. Une solution
triviale — et non intéressante — est cellewoést le vecteur nul : si la solution n’est
pas modifiée, elle reste une solution. En excluant ce cas, clwerchons a trouver
les solutions dé&’(A, X) = 0.

La méthode consiste donc a étudier la matrice des dérivéaslies deF, la matrice
Jacobiennd, et a en chercher le noyau. Or rechercher le noyau de cetteenast
un calcul trés colteux dans le cas général.

L'originalité de la méthode du témoin est la généralisatien’hypothése de gé-
néricité : sauf dans des cas dégénéres, dont la probabdp@arition est O dans
I'espace des paramétres, les degrés de liberté d’un sy$eideA) sont les mémes
pour n'importe quelle valuation d&. Par conséquent, plutét que d’étudier le sys-
temeF (A, X) en général, nous pouvons étudier un témoin, c’est-a-dirgystéme
F(A:, X), dont les solutiong sont connuesX; est donc la solution d’un systeme
similaire, puisque les valeurs des paramétres ne sont pasémes. Dans la plu-
part des cas (nous détaillons cela plus bas), le témoin estifpar 'esquisse que
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I'utilisateur a tracée. Notons que le calcul de la matriceoB&enne est inchangé,
puisque la dérivée de I'équatidifX) = a estf’(X) = 0 quel que soit.

Ainsi, nous recherchons le noyau de la matrice JacobienkéAleX) évaluée en le
témoin, notée), dans la suite. Dans la mesure ou les élémengs slent des nombres
et non des expressions formelles, leur manipulation estroigns colteuse.

L'interrogation du témoin permet dés lors :

1. de calculer le rang d& et ainsi de détecter une redondance (donc, une sur-
constriction générique) si le rang est inférieur au nomleréghes ;

2. de vérifier I'invariance d@G&CSpar un groupe de transformations élémentaire
(translation, rotation autour d’un point, homothétie) déren testant que le
vecteur des mouvements correspondant a ce groupe fae parkerJ; ;

3. de détecter, en combinant les deux éléments ci-desdosniee-constriction
du GCSmoduloun groupe donné.

Pour le premier élément, la méthode est simple : le calcubdg deJ; se fait de
fagon classique, par exemple par une élimination des€&Jorban. Pour le second
élément, I'idée est de calculer les vecteurs corresporalambouvement infinité-
simal de chaque entité géomeétrique si on leur applique tesftoamation a tester.
Ainsi, si I'on veut tester si le systeme est invariant panstation selon I'axe des
abscisses, on va tester si le vecteyr= (1,0, 1,0, ..., 1, 0) fait partie de kedg;, i.e.

si J x vy, = 0. Nous faisons dans cet exemple I'hypothese qued&est en 2D
et composé uniquement de points. Pour d’autres exempléggaentités geome-
triques, autres groupes de transformations), le lecteunrpae référer par exemple
a [MF09]*. Pour vérifier qu'unGCSest invariant par un groupe composé de plu-
sieurs groupes élémentaires, on vérifie son invarianceepalitférents groupes qui
le composent : ainsi pour tester I'invariance par les déptemnts, on testél'in-
variance par les translations enles translations ew et les rotations autour de
I'origine.

Enfin, le troisieme élément,e. tester si leGCS est G-bien-contraint se fait en
deux étapes : tout d’'abord vérifier que la taille du noyauldeorrespond bien
au nombre de degrés de liberté d’'un syst&rgien-contraint ; ensuite, en vérifiant
l'invariance duGCS par G. Ainsi, par exemple, pour vérifier quU'uBCS 2D est
D-bien-contraint, on vérifie que la taille du noyau est 3 etde échéant, on vérifie
gue le systeme eft-invariant.

Les limites de la méthode du témoin sont :
— I'exactitude du calcul : tant que les valeurs de la matrarg dansQ, il est pos-

En particulier la table 1, p. 345
2par exemple, car d’autres combinaisons seraient possibles
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sible de faire flicacement des manipulations exactes mais autréfiérfiaut
choisir entre calcul exact et calcul approché;

— I'nypothese que I'on dispose d’un témoin typique, c’estir@ une figure ayant
les mémes propriétés combinatoires que les solutions dérsgs$ : il arrive,
particulierement quand I6CS contient des contraintes non paramétrées (inci-
dence, parallélismeetc), que I'esquisse ne soit pas un témoin. Il est possible
de générer un témoin dans le cas de contraintes non paras)érérésolvant le
systeme engendré par ces contraintes, par exemple au mayesalveur par
intervalles FMF09 ;

— sa complexité, ed@(n®) pourn éléments géométriques : cette complexité est éle-
vée comparée a d’autres méthodes de résolution actuelle}né). Toutefois,
'augmentation de la puissance de calcul des ordinateunblsene pas s’étre ac-
compagnée d’'une augmentation de la taille @&Sa résoudre, ce qui a pour
conséquence que les temps de calcul sont a I'heure actoetié tfait raison-
nables.

Notons que, si les seuls aspects de l'interrogation de t@&vaixquels nous faisons

référence dans ce manuscrit sont ceux concernant la caésatitth des flexions

d’'un GCS ils s’intégrent dans le cadre beaucoup plus général d’ppeoahe pro-
babiliste consistant a tester un prédicat sur un (ou des)ité€s) et a déduire de
sa validité qu’il est génériquement valide. Cette approctgar exemple utilisée
dans Cabri-Géometr€pl pour vérifier des propriétés géomeétriques non évidentes

a prouver formellement, comme I'alignement de points orfiogonalité de droites

dans le cas général.

2.2.3 Abstraction de I'hypothese de rigidité

La grande majorité des travaux sur les systéemes de comsagéiométriques font
I'hnypothese de larigidité dGCSa résoudre. lls considérent donc comme fixés trois
degrés de liberté en 2D et 6 en 3D. Certains travaux cherclamiaune approche
plus générale et a ne pas favoriser la rigidité.

Plusieurs travaux cherchent a ne pas utiliser les cooremuatésiennes des entités
géomeétriques dGCS ce qui leur permet de ne pas privilégier les déplacements pa
le retrait de trois degrés de liberté. Pour celars et al.[Ser0Q LLS0Q] traduisent

le GCSsous la forme d’un squelette, en remplacant les distandasdggoint par
des vecteurs et en considérant des contraintes d’angbejadkince et de mesure sur
ces vecteurs. lls identifient alors des boucles de vecteliaegle indépendantes et,

13| existe des systémes simples pour lesquels il n’existedpagémoin rationnel, par exemple un
pentagone régulier

14.e. si les contraintes et leurs paramétres décrivent des sotutiégénérées, le témoin doit
présenter les mémes dégénérescences.
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a chaque boucle, associent une équation. lls cherchestalésoudre un systeme
d’équations dont les inconnues sont les angles entre léswsat les normes des
vecteurs. XnG [Yan02 Yan03 YanO{q ainsi que McueLuccr et Fourou utilisent

les déterminants de A&2Ley-MenGer pour disposer de systémes d’équations plus
simples, dans lesquels les inconnus sont les distances adpendent donc pas
d’un repére donné.

Les travaux de Sireck et al. consistent a redéfinir la bonne constriction en consi-
dérant un systéeme rigide comme sous-contraint s'il n’estfpa : la possibilité
d’appliquer un déplacement sans violer de contraintes @ieem d€fet de générer
une infinité de solutions. Leurs premiers trava86p2 SS03 SS0§ consistent a
considérer de§&sCSinvariants par homothétie, contraints par des angles, ales r
tios de distance et des incidences. Dadigl(d], ils en déduisent une généralisation
multi-groupe de I'algorithme de décomposition demdts [Mat97] : ils cherchent &
fixer des éléments géometriques dans le systéeme, en forlttigroupe considéré
(pour les déplacements, un point et une direction en 2D, umt o trois direc-
tions en 3D ; pour les similitud&s deux points en 2D, deux points et une direction
en 3D) et exhibent des systémes rigideiiadiement constructibles directement
mais contenant un systeme invariant par homothétie fagis@udre et qui, mis a
I'échelle, permet la construction du systeme global.

2.2.4 Gestion de la sur-constriction

Certains travaux se servent de la sur-constriction géngdqus la résolution :d8-
GoreLEc et al. [PZD09, en s’appuyant sur leurs travaux précédents de formulatio
intrinseque des contrainteB¢d03 (similaires a I'approche de Ac), améliorent
leur capacité de résolution en ajoutant de I'informatiodoredante pour arriver
a des motifs qu’ils savent résoudre, a la maniére d’'un systexpert. Leur mé-
thode revient a peu prés a ajouter des contraintes de b@gulon sous-systeme
est résolu, sans toutefois retirer le sous-systeme. Naussadgalement déja cité
Henprickson [Hen93 a la sectior2.2.1.1, qui utilise des contraintes génériquement
redondantes mais de métriques cohérentes avec les selpton assurer I'unicité
de la réalisation d’un graphe.

La grande majorité des travaux, aussi bien en topologietstrale qu’en résolution
de systémes de contraintes géométriques, considerentdasstriction générique
comme source d’erreur. Nous avons déja évoqué les travaoardetérisation de
la rigidité : ils incluent en général I'identification desusesystémes sur-contraints,
comme le font par exempleskram et MiopLeprtcH [LM96b]. Gao et Giou [GC98H

BVoir aussi Hav91 pour plus de détails.
8Composition des translations, rotations et homothéties
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utilisent la méthode de calcul symbolique daiRWu sur le systeme d’équations
correspondant a uGCS pour décider si les contraintes sont indépendantes. Les
équations étant quelconques, le colt de cette approchadametilisable dans la
pratique.

Pendant longtemps, I'approche de la correction de la sostdotion générique a
été de laisser I'utilisateur retirer des contraintes. &tis, en I'absence d’'une ex-
cellente connaissance des mécanismes de la résolutiorsden®s de contraintes
géomeétriques, la tache n’est pas aisésory et al. [NDB98] cherchent donc a cor-
riger automatiquement la partie sur-contrainte d’un systéit de blocs rigides liés
par des contraintes d’indicence, au moyen d’'un graphe derdigmce. Aprés une
phase de rétro-propagation dans le graphe pour obtenirueiette du graphe ini-

tial, ils détectent les parties sur-contrainte et soudraorte et peuvent alors retirer
une contrainte dans l'une et en ajouter une dans l'autreetlemmencent alors le
processus avec ce nouveau graphe jusqu’a ce que toutesitesites d’incidence

soient satisfaites.

Horrmann et al. [HSY04] réutilisent les plans de décomposition-assemidiage
I'algorithme de nceud de fronti€rgoour trouver automatiquement quelle contrainte
retirer dans uitsCSavec une unique contrainte redondante. IIs proposent d&spi
pour étendre cette approche a @&8Savec plus d’'une contrainte redondante.

La méthode du témotfi permet d’obtenir les mémes résultats q@CP8H pour
une complexité plus faible, sous I'hypothése de typicalité

2.2.5 Gestion de la sous-constriction

De méme que pour la sur-constriction, la sous-constriegirdans la majorité des
travaux considérée comme une erreur a corriger. Nous nagesegas sur les tra-
vaux visant a détecter la sous-constriction : les systemgs sontraints étant assi-
milés aux systemes non rigides, les méthodes caractélisegidité incluent une
caractérisation des systemes sous-contraints. Noudlalé$dci les principaux tra-
vaux concernant la manipulation de systemes sous-cotstdiajout de contraintes
pour arriver a un systéme bien contraint, ainsi que les tvagancernant la résolu-
tion ou l'utilisation, dans la résolution, de systemes sowistraints.

7Angl. : « decomposition-recombination plans » ou DR-plans$014 et « frontier vertex al-
gorithm » HLS01H4
18Cf. section2.2.2
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2.2.5.1 Ajout de contraintes

L'approche la plus courante de la sous-constriction esbsaction, par ajout de
contraintes.dan-Arinyo et al.[JASRVMVP03 JASRVMO0J ont formalisé les deux
problémes que posent les systemes sous-contraints :

1. complétion bien contrainte : trouver automatiquemenéengsemble de con-
traintes a ajouter a uCS structurellement sous-contraint pour qu’il de-
vienne structurellement rigide ;

2. complétion : trouver automatiquement un ensemble deaotds a ajouter
a un GCS structurellement sous-contraint pour qu'il devienne hdisie au
moyen des méthodes de résolution géométriques dont orsei€po

lls introduisent la notion de décomposition par ensefildei consiste a décou-
per unGCS S en trois sous-systemes;, S, et S; tels queS; + S, + S3 = S

et queS; N §; soit limité a une unique entité geometrique : ce découpage pe
met de séparer un systeme dont le graphe de contrainte @ges-ponnexe sans
« casser » de contrainte. En opérant récursivement, ilgrcosent uns-arbrett. lls
montrent qu'unGCSdécomposable en un s-arbre n’est pas sur-contraint et que si
les feuilles du s-arbre correspondent chacune a une desitdes du systeme, il
est structurellement rigide. lls en déduisent un algoréhpauvant fournir les dif-
férentes complétions bien contraintes d’'un systéme songaint en ajoutant des
contraintes entre deux entités géométriques d’'une felaitequ’il n’y en a pas.
Puisque plusieurs décompositions en s-arbres sont pessghlisieurs complétions
bien contraintes existent. Ils proposent donc des méthpol@strouver, parmi les
possibilités, celles qui répondent au probléine

Zuou et Gao [ZG061 rajoutent & cela un troisieme probleme, celui de la complé-
tion bien contrainte optimale : trouver automatiguemergnsemble de contraintes
a ajouter a urGCSstructurellement sous-contraint pour qu’il devienne ctrcel-
lement rigide et que I'ensemble d’équations a résoudrelamement soit de taille
minimale. lls proposent également un algorithme pour Idl@mel, fondé sur la
recherche de sous-systéemes résolubles une fois un segieartdoints contraints
par une distance) fixé. Le sous-systéme résolu est retigsatritités correspon-
dantes marquées, dans un Graphe Orienté AcycliDA&] comme dépendant des
deux points du segment. llIs fixent alors un segment dans tersgsrestant, et re-
commencent, jusqu’a avoir résolu I'ensemble du systersétilidient alors IDAG
pour invalider la fixation de certains points, jusqu’a ceilgqué reste plus qu’un
segment fixé. lls évoquent des modifications de I'algorithpoer tendre vers une
solution du probleme de complétion bien contrainte optmal

9Cest-a-dire des méthodes a base de graphe, de regtegui sont incomplétes mais plusie
caces que des méthodes algébriques compléetes

20Angl. : set decomposition

2IAngl. : s-tree, pour set decomposition tree
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Avant les travaux deodn-AriNnyo et al., Fupos et Horrmann [FH97] ont proposé
une méthode par formation dtusters|FH96 qui concerne les problémes de com-
plétion et de complétion bien contrainte optimale. Lesduavde RoMBerTONI €t
WiLczkowiak [ TWO6] introduisent un algorithme fondé sur un catalogue de sgle
de construction, a partir desquelles ils appliqguent ume#@topagation jusqu’a ar-
river a un squelette dGCSet a pouvoir fournir alors une paramétrisation du sys-
téeme. Nous avons déja parlé a la secBdah4des travaux de dbrr et al.[NDB9g]

qui corrigent un systéme contenant une partie sous-coterait une partie sur-
contrainte.

2.2.5.2 Reésolution et utilisation de systemes non rigides

Les systemes de contraintes géométriques non rigides mmngtudiés dans le
domaine de la robotique et, plus précisément, de la cingmat I'objectif est
d’étudier quelles sont les libertés d’'un assemblage efpdimer I'espace des coor-
données possibles de certaines entités géométrigNes (0, PCRTO]. Parmi les
travaux utilisant vraiment une approche de résolution dtesyes de contraintes
géométriques, citons ceux dexkMer et al. [Kra90 Kra9l, Kra92, AKC96], qui
considerent un assemblage d’objets rigides dans I'espaocegctés entre eux par
des contraintes d’incidence. Initialement, aucune desaimites d’incidence n’est
considérée comme satisfaite, et chaque objet dispose dg&sdie liberté en trans-
lation et 3 degrés de liberté en rotation. Ensuite, les earts d’incidence sont
consommeées les unes apres les autres et, a l'aide d'ungatadies configurations
possibles, Kamer retire des degrés de liberté auxfdrents objets.

Nous avons déja évoqué les travaux dewrsck et al. [SS0§ SMO0€G générali-
sant la notion de bonne constriction a la bonne constrictioduloun groupe de
transformations. lls montrent qu’ils peuvent non seulemésoudre de&CShbien
contraintsmoduloles similitudes mais aussi aboutir a un algorithme de déoemp
sition plus général permettant de résoudre facilemenffieaeement des systémes
que les méthodes de la littérature ne savent résoudre quérigquement.

Les travaux de van der irben et Bronsvoort [VAMBO08, vdMB10] consistent en la

résolution deGCSrigides, mais en considérant des clusters non rigidesohsie

derent trois types de clusters :

— les clusters rigides;;

— les clusters dont on peut changer I'éché|lgui sont, dans la terminologie de
ScHrECK et al. des systémes bien contraim®duloles similitudes ;

— les clusters radiaux, qui sont des assemblages faits deepta droites passants
par un méme point, avec un autre point incident a chaqueedroit

22Angl. : scalable clusters
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Avec une approche classique de réécriture et un catalogoegtes de réécriture
spécifiques a ces clusters, ils améliorent la puissancesdkutidn des méthodes de
clusters existantes.

Gao et al. [GHY02, GHY04] proposent une méthode de résolution hybride d’'un
GCSrrigide lorsqu’aucune méthode de décomposition n’est cerpaur ce sys-
teme : ils retirent une contrainteet la remplacent par une autre contraiatells
expriment alors les solutions de ce nouveau systeme come®oation de la va-
leur de la métrique associéecaet en déduisent I'équation exprimant la métrique
dec en fonction de celle de. Fasre et Sureck et al.[FS06 FSO07 FS0§ étendent
cette méthode a la possibilité de remplacer plus d’'une amné : ils retirent une
contrainte, appliqguent une méthode de rétro-propagatioecemmencent jusqu’a
ce que toutes les entités géométriques restantes soiesligoins de contraintes
gue le nombre de leurs degrés de liberté. lls ajoutent alaientde contraintes
gu’ils en ont retirées, de sorte a pouvoir continuer la rgnapagation. Ils font alors
varier les métriques associées aux contraintes ajoutéés petthode de Mvrton-
RapHsoN pour rattraper les valeurs associées aux contraintedegitelmplacent.

2.2.6 Parcours de I'espace des parametres

Non formellement liés a la sous-constriction, les travaowtgnt sur le parcours de
I'espace des solutions sont importants lorsqué&s@Sa un trés grand nombre de
solutions ce qui, de par les constructions géométriquesldsnmésultats sont des
multi-fonctions, comme une simple intersection de cerassfréquent.

La question posée dans les travaux deskret al. [EVSD00h EVSMDO0J est de
trouver des solutions « proches » de I'esquisse. Pour tefaaicourent un plan de
construction (considéré comme une liste de définitionsdesituisent un arbre des
solutions. Chaque niveau de 'arbre correspond a une étapkaduae construction,
la racine étant la premiére construction. A un nceud donnésocge comme fils
les ditérentes constructions possibles. Ainsi, un nceud correlspoa une intersec-
tion de cercles aura deux successeurs dans le cas génévalzéro pour certaines
valeurs des coordonnées des centres des cercles et deyleor Esserret al. pro-
posent alors des méthodes permettanfietuer des coupes dans I'arbre, gu'ils
appellent « gel de branche » pour ne parcourir qu'une paggesdlutions et sélec-
tionner celles qui ressemblent le plus a I'esquisse, engefprientations relatives
des entités. lls proposent aussi une méthode de parcoeradtif des solutions en
sélectionnant un noeud de I'arbre et en observant quellédesopossibilités pour
la construction suivante.

Van der Memen et Bronsvoort [VAMBO5, vdMBO06] étendent ces travaux en pro-
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posant une méthode constructive de détermination des demdie validité des
parametres. iBiaram et al. [SAZKO6] proposent également une méthode de navi-
gation dans I'arbre des solutions pour passer d’'une sol@tiautre. dan-ArINYO

et al. [JALSR02 JALSRO03 LBYJA04, LSRGJAO0] proposent d'utiliser des algo-
rithmes génétiques pour parcourir 'espace des paramettrésoudre le probleme
d’identification d’une racinegFH*95].
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On a tort d’apprendre aux enfants que tous les problémes
n'ont qu’'une et une seule solution
— Alice Ferney, écrivaine francaise

Nous avons vu au chapitre que la décomposition d'uGCS en sous-systemes
et 'assemblage de leurs solutions était une pratique d@ssrsystématique dans
toutes les méthodes de résolution. Malgré le nombre des teléthodes présentées
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dans la littérature, la correction et la complétude du pmae la décomposition
sont toujours restées des conjectures.

Autrement dit, il n’a jamais été montré, avant le début detregux, sous quelles
conditions I'assemblage des figures solutions des sousmgsS; . .. S, d'un sys-
temesS (ces conditions pouvant inclure des modifications des 8Bye$&; n’en fai-
sant plus a proprement parler des sous-systeme$) denduisait a un ensemble
de figures égal a I'ensemble des solutionsSd€ette démonstration a uniquement
été faite dans le cas d€&3CSrigides par Sureck et Marais [Mat97]. Pourtant,
I'importance de la robustesse des algorithmes est connaféretée dans la litté-
rature BSch0]. Horrmann [HofO1] ainsi que dan-Arinyo et Soro-Riera [JASR9]
montrent chacun la convergence d’une méthode de résokttioon sa correction.

L'un des éléments essentiels de notre démarche étant tientieit homogene des
GCSsous-contraints et bien contraints, nous proposons itead¥e aux cas non
rigides la démonstration dé/at97] en explicitant les conditions de la correction
et de la complétude de la décomposition et en prouvant gg'slbnt nécessaires
et sufisantes. Pour cela, nous commencons par formaliser le peiatiel multi-
groupe de &ireck et Maruis [SMOE (section3.1). Nous pouvons alorsfiectuer
la démonstration des conditions de correction et de conmmidéties méthodes de
décomposition (sectioB.2) de facon générale : nos démonstrations s’appliquent
aux methodes privilégiant la rigidité aussi bien qu’auxmoéies prenant en compte
d’autres groupes de transformations. Enfin, nous applisjages théoremes a la mé-
thode d’Gvex [Owe9] (section3.3).

3.1 Le point de vue multi-groupe

Comme nous l'avons vu dans les deux chapitres précédentsdgsont généra-
lement considérés comme bien contraints lorsqu’ils saites. La rigidité d’un
GCSest bien souvent prise pour hypothese par les solveurstaPbduune solu-
tion d’un systéme rigide peut étre déplacée sans violer deaiates et le systéeme
a donc une infinité de solutions. Formellement, il est sardraint. Plus générale-
ment, des systémes non rigides peuvent étre considérésecoanrractement congus
si c’est ce que l'utilisateur recherche, par exemple pousysteme que I'on peut
mettre a I'échelle$S04.

Pour tenir compte de cela, une définition plus générale derladoconstriction a été
informellement donnée par Pascah&eck et Pascal Mruis précédemment au dé-
but de nos travauxdMo0€ consistant a partitionner I'ensemble des solutions selon
des groupes de transformationset a considérer le nombatigoms pour détermi-
ner le niveau de constriction. Dans ce chapitre, nous dééinssformellement ces
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notions.

Nous définissons l'invariance par un groupe de transfoonat{sectior8.1.]) et
étendons I'opération de jointure a une opération de jognpar transformation (sec-
tion 3.1.2. Nous définissons ensuite ce qu’est un repére po@CH(section3.1.3
puis nous étondons la notion classique de bonne constriati@ bonne constriction
moduloun groupe de transformations(sect®a.4).

3.1.1 Invariance par un groupe de transformations

En CAO, I'ensemble des solutions(S) d'un GCSest habituellement stable par
certaines transformations géométriques.

Définition 34. Transformation géométrique : Une transformation géométrique
est une fonction qui a une figure d'@CSassocie une autre figure de GCS

La stabilité d'un ensemble de solutions par des transfoomaigéométriques con-
duit a considérer un groupe d’invariance et son action smsémble des solutions.
Nous définissons l'invariance d’'un groupe de figures par onpg de transforma-
tions, qui est informellement le fait qu’on puisse appliquee transformation a une
figure sans violer de contraintes.

Définition 35. Invariance par un groupe de transformations : Un ensemble
de figuresF est invariant par un groupe de transformations G (ou G-inaat) Si
Y(f,p) e F xG,p(f) e F.

Par extension, on dit du@CSS qu’il est invariant par le group& si #(S) est
invariant parG. Ceci ameéene une notion sémantique (invariance d’un enseseble
figures) au niveau syntaxique (invariance de systemes deagues). De méme, on
dira qu’une contrainte e§-invariante.

Un groupe de transformations définit une relation d’éqeiveé entre deux figures :
f et f” sont équivalentes s'il existe une transformatior G telle quef = ¢(f’).
Nous appelonsrbitespour le groupés les classes d’équivalence de cette relation.

Définition 36. Orbites : Soit G un groupe de transformations, un ensemble
de figures G-invariant et f une figure appartenanfa L'orbite de f par G est
'ensemble Gf = {f’ | dp € G, ¢(f’) = f}.

L'ensemble des orbites d€ parG, notéF /G, forme une partition d& . |¥ /G| est
donc le nombre d’orbites dé parG. Notons que s§ est invariant par un groupe
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Figure 3.1 - Orbites du GCS de la figure 1.11 pour les translations (a
gauche), les déplacements (au milieu) et pour les isométries (a droite)

G, il estinvariant par touG’ c G. De plus, siF est invariant par les group&s et
G,, alors il est également invariant pd@s; U G,), le groupe engendré pér; etG,.

Exemple 13. Orbites d'unGCS

Considérons |&CSde la figurel.11qui consiste en un triangle ri-
gide contraint par trois distances. La fig@.@ montre les orbites des
solutions de ce systeme pour trois groupes de transfornsatites
translations, les déplacements (translations et rosjtienles iso-
métries (déplacements et symétries). Il n'y a qu’une ornbater les
isométries, mais deux pour les déplacements : on peut pdisser
orbite a I'autre en opérant une symétrie. Pour les traosigfil y a
une infinité de solutions, comme I'indiquent les points dgpgmsion
sur la droite. On peut passer horizontalement d’une orbit@uée
en opérant une rotation. Comme pour le cas des déplacemants, o
peut passer verticalement d’'une orbite a I'autre par syeeétr

Quand un systém8& estG-invariant, (S) peut étre caractérisé par un ensemble de
représentant®, contenant une figure par orbite. En d’autres termigsy) = G. 7.

Définition 37. Représentants : SoitS un systeme de contraintes géomeétriques
G-invariant et¥ I'ensemble de ses solutions. Un ensemble de fighyesst dit
représentatif de si

= %l = F/Cl

— V(1. f2) € F2 Ap € G, f1 = ¢(f2)

Chaque figure dé&, est appelée un représentant fie

Exemple 14. Représentants

Dans I'exemplel3, 'ensemble des solutions peut étre défini par
F(S) = G.¥, avecG le groupe des déplacementsfetun ensemble
contenant une figure de chacune des deux orbit&s/de
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3.1.2 Jointures par transformation

Avec le point de vue de l'invariance par des groupes de toamsftionsvient aussi

une nouvelle définition de I'opération de jointure. Elle sistte & considérer comme
compatibles pour la jointure deux figures pour lesquellexigte des transforma-
tions des groupes considérés qui, appliquées sur les figeseendent compatibles
au sens de la définitiob6.

Définition 38. Compatibilité par transformation : SoientS; = (Cy, X1, A1)
etS, = (Cy, X5, Ay) deuxGCSconstruits sur la méme signature. On pose =X
X1 N X,. Deux figures ffet §, solutions respectives d&, et S, sont compatibles
par transformation pour un ensemble de grougges'il existe (¢1, ¢2) € G1 X G,

tels que G € G, G; € G etya(fi)lx, = pa(f2)Ix

Dans la suite, étant données deux figufe®t f, et deux groupe&; et G,, on
note (*Pl,‘Pz)E?lf’ff)Z) C G; x G, I'ensemble des couplegf, ) tels queps(fi)lx, =
¢2(f2)Ix.- En 'absence de confusioB; etG, pourront étre omis de la notation.

Chaque elément(, )1, 1,y permet d’exprimer une solution d&. Nous avons
alors

F& = [ (= @)@ ea(f) A p1,¢2) € (F1, o) nin)
(f1, f2)edr, xFr,

Dans le cas o, C G, la définition de la compatibilité par transformation pour-
rait étre « simplifiee » en montrant que s'il exisig,2) € (Y1,%2) 4, 1, tel que
01(f)Ix. = @2(F2)lx., alors il existep € Gj tel quey(fy)lx, = falx., €n posant
¢ = ¢,* o 1. Autrement dit, les deux figures sont compatibles par tansdtion
s'il existey € G; tel quep(f;) =x, fo.

A partir de cette définition de compatibilité, nous étendiangéfinition de la join-
ture.

Définition 39. Jointure par transformation : Soient f et f, deux figures com-
patibles par transformation pour un ensemble de grougeisa jointure par trans-
formation de f et f, est 'ensembleifeg f; = {f | T = ¢1(f1) ® pa(f2), (01, ¢2) €

(P, Vo) 0, G € G, Gz € G)

Cette définition est trés fiérente de la jointure classiquen cela qu’elle définit
un ensemble de figures. En outre, toutes les figure$, dg; f, n'appartiennent

1Cf. définition17
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pas nécessairement a la méme orbite selon le plus grandegd®p : en diet

il peut exister plusieurg; telles queyp;(f;) =x, f2, ce qui signifie qu’il n’existe
pas nécessairement de transformation globale permetgmaster d’une figure a
l'autre.

Etant donnés deux group€s etG,, en considérant un ensemble de figufgsre-
présentatif de&S; pourG; (i.e.contenant une figure de chaque orbitefde,) pour
G,) et un ensemblé&,, représentatif dé&, pourG,, on peut montrer que 'ensemble
des jointures par transformation de deux figures apparténan x ¥, est égal a
7'-(81 + 82)

Considérons deux system&s = (Cy, X3, Ay), Gi-invariant, etS, = (Cy, X5, Ap),
Go-invariant. SoitS = S; + S, et posonsXe = X; N X, I'ensemble des incon-
nues communes aux de®CS 7 (S;) et ¥ (S») peuvent chacun étre décrits par un
ensemble de représentants, que I'on nomme respectivefeet 7, : ¥(S1) =
G1.Fr, etF(S,) = G,.F,. On peut ainsi écrire n'importe quelle solutiére 7 (S)
commef = ¢;(f1) ® po(f,) avect; € F, ety; € G; pour chaque.

Notons que si, pour une figufe= ¢;(f;) ® ¢2(f2), avecX, 'ensemble des entités
geométriques communesaet f,, on connait une transformation € G, telle que
@1 (flx.) = flx., alorspi(¢](f1)) ® pa(f2) est également solution.

Exemple 15. Résolution du « papillon » par jointure de solutios des deux
triangles

La figure 3.2 montre leGCSdu « papillon » fait de deux triangles
rigidesS; etS,. Ces sous-systemes sont bien contraimgluloles
déplacements et partagent un point comrRursoient f; et f, des
représentants d&(S;) et deF (S,) respectivement.

Une solutionf deS peut étre construite en déplacdpet f, de telle
sorte que les coordonnéeskdans chaque figure soient cohérentes.
Cela revient a trouver un couple( ¢,) tel quef = ¢1(f1) ® pa(f,)
ete1(f)lip = w2(f2)lip). Un exemple est donné a la figuseb.
N’importe quel déplacemegt, ne modifiant pas les coordonnees de
P permet de trouver une nouvelle solutidh= ¢1(¢7(f1)) ® ¢o(f2)
comme l'illustre la figure3.2c.

Cette facon de trouver de nouvelles solutions a partir d’'wietisn spécifique
revient a trouver les stabilisateurs pour chaque groupearbesmnues partagées.
On noteG* = {¢p | ¢(X) = X} le sous-groupe stabilisateur aepourG. Si f =
1(f1)®p(f,) avecX. les inconnues communedget af;, alors pour toug; € GI'Xe
etg; € GJ%, on a Ger, Gowz) C (Y1, W2)1,.1,- Notons queG,;™ est isomorphe a
Gil'Xe puisque tous les stabilisateurs d’'une orbite spécifiqué smmugués. Cela
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Figure 3.2 -Résolution du « papillon » par jointure de solutions des deux
triangles : a) Esquisse ; b) Deux solutions sont assemblées; c) Le
déplacement de f; n'empéche pas I'assemblage
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amene a dire, dans I'exempl®, que la rotation autour du poit peut étre &ec-
tuée avant ou apres applicationgle

Le théoréeme suivant montre que si I'on connait un sous-$ysf d'un systeme
S et que le groupe de bonne constriction&ieinclut celui deS, alors I'ensemble
obtenu par jointure par transformation d’un représentafft@,) et deF (S—-S; +
B(S1)) permet de représenter toutes les solutionS de

Théoréme 2. Jointure et bord : SoitS = S;+S, un systeme G-invariant vérifiant
F(S1) = G .Fr, etF(B(S1) + S,) = G.F,, avec GC G'. On pose

T = U fl’l ®G' fl’z
(frlsfrz)eﬂlxﬁz

Onaf(S) = G.7.

Démonstration:
La preuve se fait par inclusion mutuell&:# c F(S) et¥(S) € G.F.

1. G.F¥ € ¥(S) : il S'agit de montrer que la jointure par transformation
ne produit pas de figures qui ne sont pas des solutions.
Sif ey alorsf = ¢(f;,) ® f, avecyp € G, f;, € 7, et f, € 7¢,.
Puisquep(f;,) € 7(S1), f € F(S).

2. F(S) c G.¥ : il s'agit de montrer que toutes les solutions sont dans
G.fF.
Considérons une figure= f; ® f, et soitf,, le représentant de I'orbite
de f,. Il existey € G tel quey(f,) = f;,. Puisquer (S) estG-invariant,
o(f) € F(S). On a donap(f) = ¢(f1) ® ¢(f,). PuisqueG c G, on
ag(fy) € F(8Sy) et il existe donc un représentafat € 7, de l'orbite
contenanty(f,).

o

3.1.3 Repéres

Informellement, un repere d'uBCSS est un sous-systéntede S tel que si les
coordonnées des entités geometriquerR dent fixées, alors le nombre de solutions
deS est fini. Les reperes servent a désigner des figures spésifigns un ensemble
de figures.

Rappelons tout d’abord qu’on dit de I'action d’'un groupegu’elle estlibre (ou que
G agit librement) sur un ensembfe si pour toutg; et g, distincts danss et tout
éléementf € ¥, on ag;.f # g.f.
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Dans une orbite de figuré&a f, une figure spécifiqué’ peut étre identifi€e en don-
nant une de ses sous-figurEg a condition qués agisse librement suB. f’|x. Si
ce n'est pas le cas, alors plusieurs figure§Sdepeuvent contenif’|x.

Exemple 16. Repere

Considérons un systém® décrivant un triangle en 2[BBC con-
traint par les longueurs de ses trois c6tés. Il est invapanie groupe
D des déplacements (entre autres).

Etant données des coordonnées du paintl y a une infinité de
solutions, toutes en rotation libre autour AeEn matiere de trans-
formations, cela vient du fait que les déplacements n’agispas
librement sur un point.

Sien revanche on donne les coordonnées du podnta direction de
la droite (AB), seules deux figures satisfont ces parameétres, chaque
figure étant le symétrique de l'autre par rapporidd), Dans cha-
cune des deux orbites ¢g(S)/D, D agit librement sur les figures.

Définition 40. Repeére :Un GCSR tel que G agit librement sur les éléments de
¥ (R)/G est un repere pour le groupe G, ou G-repére.

Par abus de langage, on appelle aussi repere@aur type de systémes qui sont
des repéres pou. Ainsi, on dit qu’un point et une direction sont un reperepou
les déplacements, car tout systeme consistant en un paimteedirection est un
D-repére.

Notons que la fixation d’'uG-repére n'assure pas I'unicité des orbites des figures
solutions pouf. Ainsi, par exemple, un systeme admettant des symetriaspun
sieurs orbites pour les déplacements. D’autres cas sosibpes Hen97 de par

le fait que les opérations de construction géométriquésréaction de cercles, par
exemple) sont des multi-fonctions.

3.1.4 Constriction modulo un groupe de transformations

En CAO, I'hypothése est généralement faite que®3Sa résoudre sont rigides.

La plupart des algorithmes de résolution ne traitent dorecagutype de systemes

et échouent pour les autres. Les systemes rigides sont dasmérés comme bien
contraints. Toutefois, dans la mesure ou ils sont invasigatr déplacement, une
infinité de solutionsF peut étre construite en appliquant des déplacements a une
solution particulieref : ¥ = D.f. En considérant I'invariance par des groupes
de transformations, il est possible de proposer d'autrésitiéns des niveaux de
constriction pour résoudre ce paradoxe des systemes higrairds ayant une infi-

nité de solutions.
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Définition 41. Constriction modulo : Un GCSS est bien contrainitmodulo un
groupe G, ou G-bien-contraint, F (S)/G| est fini non nul.

La définition de la sous-constriction peut également éwadite en considérant
commeG-sous-contraint un systéme dd#t(S)/G| est infini. En revanche, la deé-
finition de la sur-constriction ne dépend pas d’'un groupe systéme est sur-
contraint quand il n'a pas de solutions, quel que soit le geozonsidéré.

On peut en revanche définir la so@sdéfinition et la suiG-définition, comme suit :

Définition 42. Sous6-définition : Un systéemeS est dit sous-G-défini s'il est G-
invariant et que pour tout couple de figureset f, solutions deS tel gu’il existe
¢ € G, ¢(f) = f,, il existe une infinité de transformatiopse G telles quey’(f,) =
f.

Exemple 17. GCS sous&G-défini

Un systeme sou&-défini est un systeme6-invariant qui est plus
petit qu'unG-repere. Par exemple, un systéeme composé d’un point
incident a une droite est invariant par similitude, maisxis& une
infinité de similitudes permettant de passer d’'une solu®oe sys-
teme a une autre.

Définition 43. Sur-G-définition : Un systemeS est dit sur-G-défini s’il n’est ni
sur-contraint ni G-invariant.

Exemple 18. GCS sur-G-défini

Un systéme suG-défini est un systéme qui contient des contraintes
non G-invariantes. Par exemple, un systeme bien contraiodulo
les déplacements est sur-défini pour les similitudes.

Un GCSpeut étre bien contraimhoduloplusieurs groupes. Dans 'exem3¢, le
systéme est bien contraimoduloles déplacements (deux orbites) mais également
moduloles isométries (une seule orbite).

La définition41 amene quelques propriétés naturelles :

— pour unGCSS = (C, X, A) et X’ c X, siS estG-bien-contraint alor$F (S)|x /G
est fini

— si unGCSS est a la foisG;-bien-contraint eG,-bien-contraint, alorsS estG-
bien-contraint, aveG = G; N G, et|F (S)/G| < |F(S)/Gy| X |F(S)/Gal

Notons que pour n'importe quel systeifdl existe toujours un group& tel que
S soit G-bien-contraint : le groupe des permutations de I'enserdbiesolutions.
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Bien évidemment, exprimer ce groupe revient a connaitresdes solutions d&§
et n'a donc aucune utilité pour la résolution ou la décontfmsieS.

La décomposition d’'un systen@bien-contraint est basée sur le théor&néonsi-
dérons unGCSG-bien-contraintS. Supposons que I'on peut trouver des solutions
d’un sous-system@&;-bien-contraintS; c S tel queG,; c G.

Le systeme résultant est, = S — S; + B(S1). Il est G-bien-contraint puisqu’il
a les mémes propriétés quede par I'ajout du bord. En posant qug, et 7,
sont respectivement des ensembles de représentafitéde/G; et deF (S,)/G,
le théoreme nous indique qué (S) = G.¥ avec

7: = U frl ®Gl fl’z
(frlafrz)eﬂlxﬁz

Etant donnés deux représentafifse 7, et f,, € ¥, avecX. les inconnues com-
munes af,, etaf,,, f;, ®g, f;, est soit vide soit isomorphe@fllx‘e/G. CommesS est
G-bien-contraintG,*"* /G est fini.

Deux cas sont a considérer, selon @Ié'xe est fini ou non. S, et S, partagent

un repéere, étant donnée la définition d’'un repé:iél,'x‘e est fini. S’ils partagent
« moins » qu’un repére, c’est-a-dire un sous-systéme sueldg groupe consi-
déré n'agit pas Iibremenﬂ?,-irllxe peut étre infini, c’est-a-dire gu’'un nombre infini de
transformations peuvent étre appliquées pdigotuer la jointure dé;, et f,,. Mais

dans ce cas, puisql.ﬁeestG-bien-contraintGIrlIXe /G est fini etX; = Xe.

Théoreme 3. Bord d’'un sous-systéme SoitS = S; + S, un GCSG-bien-
contraint, avecS; un sous-systeme;&ien-contraint, GC G;. G; agit finiment
transitivement suf3s,(S1)

Démonstration:

Nous raisonnons par I'absurde. Supposons Guer'agisse pas finiment
transitivement suBs,(S;) : cela signifie qu’il existe une infinité d’orbites
pourG; de jointures d’une figure solution d& avec une figure solution de
Bs,(S1). Par définition du bord, il existe donc une infinité d’orkifourG,

de jointures d’une figure solution d& avec une figure solution de,.
Soientf; une solution deS; et f, une solution deS,. L'ensemble des figures
obtenues par jointure df et def, est sous-contrainhodulo G. Comme

G C Gy, il est aussi sous-contraintodulo G Puisque cet ensemble est un
sous-ensemble des solutions&leS est sous-contraimhoduloS. |
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S

S NI 2

Figure 3.3 - Décomposition multi-groupe : S est rigide ; S1 ¢ S est
S-bien-contraint; So = § — 81 est rigide

Exemple 19. Décomposition par similitude et déplacement

Considérons un exemple ou deux sous-systemes partagemtéauga re
a la fois pour les similitudes et les déplacements, comma del
la figure 3.3, extraite de $M0F|. Ce systeme edD-bien-contraint.
Si le sous-systém&; est la figure3.3b, ¥ (S;) peut étreS.#,, ou S
est le groupe des similitudes®&t un ensemble contenant un unique
représentani{ (S1)/S = 1). Si f,, est une solution d&; et f, une
solution deS,, il existe une unique similitude telle quey(f,,|x,) =
fr,Ix. OU Xe sont les points communs.

Considérons ensuite un exemple ou les entités géométriques c
munes ne forment pas un repére : soit un syst&nB-bien-con-
traint et un systemé, G-bien-contraint ave& le groupe des rota-
tions autour du poin avecX, = {P}. Le systeme globa$ = S;+S,
estG-bien-contraint. Etant donné deux représentdntpour S; et

fr, pourSy, il y a une infinité de déplacemengsels quep(f.,)Ix. =
fr,Ix.. Toutefois, toutes les figures obtenues par jointures syuit é
valentesmodulo Ga condition que les inconnues @ se limitent
au pointP, sinon il y a une articulation libre dg, et f,, autour deP
etS n'est passG-bien-contraint.

Dans le cas bien contraint, joindre des sous-systemesgugple calcul d’'un nom-

bre fini de transformations. Ce calcul est immédiat a conditjoe les deux sous-
systemes partagent un repéere et que, pour chaque grouparethamue type de
repere, la transformation symbolique d’'un repére en uneastit connue. Si le
sous-systeme commun est moins qu’un repere, une trangfomadéatoire parmi

I'infinité des transformations possibles peut étre choisie

Avec I'ensemble des notions définies ci-dessus, nous paugtemdre la notion de
décomposition a une décomposition multi-groupe. Générahe, dans le domaine
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de la résolution d&sCS les décompositions sont centrées sur les déplacements,
c’est-a-dire que I'on recherche des sous-systemes rigdes une approche multi-
groupe, la définitior29 peut étre étendue pour que les déplacements ne soient pas
explicitement considéres.

Définition 44. Décomposition multi-groupe : Etant donné un ensembig de
groupes de transformations, uggdécomposition d’'urtGCSS est une décompo-
sition deS en systemes;, ..., S, telle que chaqud;,i € [1, n] soit G-invariant,
avec Ge G.

Cette définition ajoute une condition sémantique (invaeqricla définition syn-
taxique de la décomposition. Dans un univers géométriqnadlal y a de nom-
breuses décompositions possibles d’un systeme. En mdaéremplexité de réso-
lution elles ne sont pas équivalentes mais, par définiti@ment toutes aux mémes
solutions.

3.1.5 Groupes considéres

Dans le reste du présent mémoire, nous considérons saufomentraire les
groupes obtenus a partir des rotations autour d’'un poistfrd@slations et des ho-
mothéties. Ces groupes induisent une structure de treidlisomposition de n'im-
porte quel couple de groupes amene un sur-groupe engeodrélé raisons appli-
catives, en I'occurence le fait que certaines des compasitie nous paraissent pas
intéressantes pour la résolution @€S nous nous limitons seulement a certains
des groupes. La figui&4 montre les groupes considérés et leurs inclusions.

3.2 Conditions de correction et complétude de la décompo-
sition

Comme pour toute méthode de résolution de probleme, lesigugste correction
et de complétude se posent :

1. correction : les figures obtenues par décomposition etragsge des figures
sont-elles des solutions du systéeme global ?

2. complétude : les solutions du systeme global sont-atlee$ obtenues par
décomposition et assemblage ?

Nous allons démontrer que la soustraction d’'un sous-systenmodifie pas les
solutions du systeme global si on lui ajoute le bord du systeoustrait. Autrement
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Similitudes
Déplacements
A A
Rotations Translations Homothétiep
de centrep ransiations 1 e centrep
A
Identité

Figure 3.4 - Treillis des groupes de transformations considérés dans notre
implantation ; les arcs indiquent l'inclusion

dit, si on aS le GCSglobal,S; un sous-systéme dgeetS’ = S — Sy, nous allons
montrer qug:(S/ + BS’(Sl)) = ‘7:(8)|unknown(ss/)-

Cette démonstration avait déja été faite pamridk et Sureck [Mat97] pour le cas
particulier de la décomposition d’UBCSrigide en sous-systemes rigides. Dans le
cadre de notre travail, il était important de déterminerciesditions de correction
et de complétude des méthodes de décomposition dans lergaalgéfin d’assurer
I’'hnomogénéité de traitement de nos algorithmes, que nou®re capables d’'agir
sur n'importe que{zCSnon sur-contraint.

Notre démonstration est donc indépendante de I'universngémue considéré
Elle s’applique aussi bien aux méthodes de décompositassitjues qu’'aux me-
thodes multi-groupes.

Pour arriver a notre résultat, nous avons besoin de plisibgorémes intermé-

diaires :

— il nous faut montrer que I'ensemble des solutions du sgsteme engendré par
un sous-ensembl€ des inconnues contient I'ensemble des figures solutions du
systéme global restreintesathéoremet) ;

— il nous faut montrer que I'ensemble des solutions d’'unataddde deux sys-
temes est la jointure des ensembles des solutions de cemggsfthéorems) ;

— il nous faut enfin déterminer les conditions de préseruatii® la jointure d’en-
sembles de figures par la restriction (théoréfjyece pour quoi nous aurons be-
soin de prouver la préservation de la jointure de deux figoaesestriction (théo-
remeo).

2A la condition prés de possibilité d’expression du bord damsvers géométrique
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L'ensemble de ces théorémes nous permet de démontrer cptieant un sous-
systéme puis en rajoutant son bord, les solutions ne chapgsnet donc qu'a
condition de pouvoir calculer et exprimer le bord d’'un syste les méthodes de
décomposition sont correctes et complétes.

3.2.1 Lien entre solutions d’'un sous-systéme et sous-figures so-
lutions

Nous commencons par montrer que la restriction d'un enseahblfigures a un
sous-ensemble des inconnues n’est pas le pendant&ldossystéme engendré
par ce sous-ensemble. Autrement dit, pour un syst8me(C, X, A) et son sous-
systemeS’ = (C’, X', A') engendré paX’ (avec doncX’ c X), on aF (S)|x <
F(S'). En dfet, les figures dg (S)|x respectent toutes les contraintesGle- et
font donc partie d&-(S’) — mais respectent également les contrainteS\#& qui
concernent des entités géométriquexte

Théoreme 4. Lien entre solutions d’un sous-systéeme et soustfigs solutions :

SoitS = (C,X,A) un GCSet X c X un sous-ensemble des inconnues. On pose

S = (C,X,A) le systtme engendré par.)On aF(S)lx < F(S’) mais pas
nécessairement (S’) € 7(S)Ix

Démonstration:

Montrons quer (S)|x € F(S’). Soit f une solution deS. CommeC’ c C,
toutes les contraintes d& sont satisfaites dans et donca fortiori dans
flx. On a doncF (S)|x € F(S).

Montrons que linclusion réciproque n’est pas forcémemtie/rr Les cont-
raintes deC’ sont satisfaites par toutes les figuresdes’). Sil'on considere
une contrainte ¢ C’, elle ne sera satisfaite par toutes les figure§d8’)
gue sic est redondante avel’, c’est-a-dire qu’a partir d’'une preuve de
satisfaction des contraintes @éon peut apporter la preuve deSic n’est
pas redondante avee, alors il existe des figures qui satisfont toutes les
contraintes d€’ et qui ne satisfont pas Autrement dit, il existe des figures
de# (8’) qui ne sont pas des solutions du systeme obtenu en ajaaait

Or C’ c C. Si les contraintes d€\C’ ne sont pas toutes redondantes avec
C’, on amontré ce qu'il fallait démontrer. Exhiber un systéra@llis d'une
contrainte dont toutes les contraintes ne sont pas liméamedépendantes
est aisé. O

Le lecteur pourra se référer a I'exemg@epour un exemple des implications de ce
théoréme.

3Cf.p. 22
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3.2.2 Lien entre addition et jointure

Nous montrons ensuite le lien étroit entre I'addition@€Set la jointure des solu-
tions de ce$sCS: I'ensemble des solutions d'UBCSest la jointure des solutions
de ses sous-systemes.

Théoréme 5. Lien entre addition et jointure : SoientS; etS, deuxGCScons-
truits sur la méme signaturé- (S; + S) = ¥ (S1) ® F(S2).

Démonstration:

SoientS = (C, X, A), S1 = (Cy, X1, A)) et S, = (Cy, X5, Ay) trois GCStels
quesS =S; + Ss.
Démontrons qué (S) € F(S1)  F(S2) et 7 (S1) ® F(S2) € F(S)

1. F(S) ST (S1)®F(S2)
Une figuref € F(S) peut s’exprimer comméd|y, ® flx,. D’aprés le
théoremed, on aflx, € F(S1) puisqueF (S)lx, € F(Sy) et flx, €
F(S)lx,. Similairement,f|x, € 7(S2). On a doncF (S) € 7(S1) ®
F(S2).

2. F(S51)9F(S2) cF(S)
Considérons une figurt e ¥(S1) ® F(S>). Elle est définie pour tous
les éléments dX. Admettons qud ¢ ¥ (S), c’est-a-dire qu'il existe
une contraintec € C telle que I'interprétation de dans& n’est pas
satisfaite avec les valeurs associées aux entités géequegrparf.
CommeC = C; U C,, on a soitc € C; soitc € C, et doncc apparait
dansS; ou dansS,. Commef € F(S;) ® F(S>), les interprétations
des contraintes d€, et C, sont satisfaites pour les valeurs fieLa
contraintec est donc satisfaite. Il y a contradiction, I’hypothékez
¥ (S) est donc fausse : onfac 7 (S) et doncF (S1) @ 7 (S2) € F(S).

On a l'inclusion mutuelle F(S) € 7(S1) ® F(S2) et F(S1) ® F(S2) <
F(S). OnadoncF (S + S2) = F(S1) @ F(So). O

Le lecteur pourra se référer a I'exemgtepour un exemple des implications de ce
théoréme.

3.2.3 Préservation de la jointure de deux figures par la restriction

Nous montrons maintenant que la restriction préserve fatmi de jointure pour
deux figures, c’est-a-dire que la jointure de deux figureserdes est egale a la
restriction de la jointure des deux figures.

4Cf.p.25
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Théoréme 6. Préservation de la jointure de deux figures par lagstriction : Si
f=Ff®f,avecf: Xy > Eet : X, > &, alors pour tout sous-ensemblé de
X1 U X, flx = filx ® falx.

Démonstration:

Par définition de la jointure, on & : X; U X, — & avecf(x) = fi(X) si
x € Xy et f(x) = fo(x) si x € X,. La restriction def a X’ est donc :

flx/ c X—=&
fi(X)sixe XyN X
X*{ f,(X) Si X € Xo N X’

De méme, par définition de la restriction, oHiae {1, 2}, filx : XN X' — &
et filx (X) = fi(x).

filx ® folx : (X]_ N X,) U (X2 N X’)—) &
« . fi(x) sixe X; N X’
fo(X) sixe XoN X
Or XN X)U (XN X) = (XU X)NX'. CommeX’ C (XU Xy), le domaine
de définition def,|x ® f;lx estX’ et on afi|y ® folx = (f1 ® f2)lx . O

3.2.4 Conditions de préservation de la jointure d’ensembles de
figures par la restriction

En revanche, la restriction ne préserve pas forcémentriétio@é de jointure pour
des ensembles de figures. Nous montrons les conditions serpaéon de la join-
ture d’ensembles de figures par la restriction, a savoiriteytee I'intersection des
ensembles d’inconnues des deux systémes soit incluse el@osi$-ensemble de
restriction.

Théoréme 7. Conditions de préservation de la jointure d’ensables de fi-
gures par la restriction : SoientS; = (Cq, X1, Ay) etS, = (Cy, X5, Ay) deuxGCS
construits sur la méme signature. On pose=XX; N X; etS = S; + S,. Pour tout
ensemble XC (X1 U Xz), F(S)Ix = F(S1)lx ® F(S2)Ix Si et seulement sig X'.

Démonstration:

Montrons I'égalité deF (S)|x et deF (S1)lx ® F(S2)|x par inclusion mu-
tuelle.
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1 F(S)x € F(S)lx ® F(S2)lx
Soit f € F(S). On peut décomposdren f, ® f, avecf; € F(S)|x, et
f, € F(S)Ix,. Le théoremet nous dit quef; € F(S;) et f, € F(S»).
Par définition, on afilx € F(S1)Ix et folx € F(Sy)x. Le théo-
reme6 nous indique qud|y = filx ® folx;, On peut en déduire que
F(S1+8)lx € F(S)lx ® F(S2)Ix. Notons que cette relation est
valide méme sK’ ¢ Xe;

2. F(S1)lx @ F(S2)lx € F(S)Ix
La démonstration vient de la définition de la jointure. Soit f; ® f,,
avecf; € F(Sy)lx et f, € F(S,)Ix . Par définition,f € F(S1)lx ®
F(S2)lx . La figure f n'appartient & (S1 + S2)|x: que SiF (S1)lx et
F(S,)|x respectent les contraintes ¥g Pour cela, il faut que le test de
compatibilité des figures ait inclus les entités géomée&sponcernées
par les contraintes d¥, ce qui est le cas quand et seulement quand
Xe € X.

Il'y a donc inclusion mutuelle si et seulemeniXgic X'. O

Le lecteur pourra se référer a I'exempfepour un exemple des implications de ce
théoréme.

3.2.5 Correction de I'assemblage de figures

Nous pouvons maintenant en arriver au résultat central tle section, essentiel
pour la décomposition. Il montre que retirer un sous-syst&md’'un GCSS ne
change pas les solutions du systéme résultant si le bo&} ddont I'existence a

eté prouvé au théorenig est ajouté. En d’autres termes, il prouve la validité des
méthodes de décomposition ascendantes : si les solveusodssystemes sont
corrects et complets.€. ne fournissent que des figures qui satisfont les contraintes
et les fournissent toutes) alors I'assemblage des sousfidournira toutes les so-
lutions valides et uniquement des solutions.

Théoreme 8. Correction et complétude de I'assemblage de figes : SoitS =
S;1 + S, unGCSavecs; = (C,, Xp, Ay). La restriction deF (S) aux variables deS,
est 'ensemble des solutions du systeme obtenu en ajoatbatd deS; a S, :

F(S)Ix, = F(S2 + B(S1))

Démonstration:

5Cf.p. 26
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SoientS = (C, X, A), 81 = (Cy, X1, Ay) et S, = (Cy, X, Ap) trois GCSavec

S = 8; + S,. Les variables de bord d®, apparaissent dans les contraintes
de S; et les contraintes d&,, i.e. elles constituent 'ensembl&, = X; N

Xo. On sait grace au théoréndeque la relationf (S)lx, € F(S;) n'est
pas symeétrique de par le fait que certaines contraintesandgernent les
inconnues deXe peuvent étre présentes dadbs Ainsi, soustraireS; de S
peut retirer des contraintes agissant sur une partdéde

Le systeme de bord d8, par rapport aS, est leGCStel que¥ (B(S1)) =
F (S1)Ix.. CommeX, C X, on peut déduire des théorentest 7 que

F(S)Ix, = F(S1)lx, ® F(S2)Ix,
= F(S1)Ix. ® F(S2)
=F(B(S1) + S>2)

|

Le lecteur pourra se référer a I'exemp® pour un exemple des implications de ce
théoréme.

Ce théoréme nous permet de voir qu’en retirant le syst8srae S et en rajoutant
le bord deS, a8, on n’a pas modifié les solutions &e- S,. On peut donc résoudre
les deux systemes séparément et les assembler, le thébreous assurant que les
deux systémes sont compatibles.

Ce théoréme est basé sur une définition sémantique du boestibonc vérifié que

si la signature considérée permet d’exprimer I'ensembteadatraintes du bord.
Par exemple, le bord du systéeme représenté a la fig@rpar rapport au reste du
systeme dont il est extrait contient une inégalité puistue $ait que la distance
entrep, et p, doit étre inférieure ou égale a la somme des distapgep, et p;—

ps. La signature de I'univers géométrique de I'exemblee permet pas d’exprimer
cette contrainte et on ne peut donc pas, simplement aveédedime8, prouver que
décomposer le systeme de la figt2 en commencant par soustraire le systeme de
la figurel.3ménera a un résultat correct.

Le théorémeB peut étre ffaibli en montrant qu’il n'est pas nécessaire d’ajouter
I'ensemble du systéme de bord dans le cas ou celui-ci eshdedb |l sufit alors
d’ajouter une base du bord, c’est-a-dire un sous-ensemhbienal du bord tel que
toutes les autres contraintes sont redondantes.

Ce faisant, il est possible de montrer la correction et la démge d’'un algo-
rithme de résolution donné. Effet, pour le cas de systemBsbien-contraints par
exemple, il est possible de montrer que la connaissancemgeimble des distances
entre deux points et des angles entre deux droites #&asu pour caractériser les

6Cf.p.35
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solutions d’'un systéme. Autrement dit, si I'on sait calcwes informations, toutes
les autres informations du bord sont redondantes.flitsionc de savoir calculer
une base de cet ensemble. On peut montrer, de méme, quenigiesies angles et
des bi-rapports de distance entre deux points éBtant a caractériser les solutions
d’un systéemes-bien-contraint.

3.3 Démonstration de la correction de la méthode d'O  weN

Rappeloné que la méthode d’®e~x [Owe9] est une méthode de décomposition
descendante d'uGCS génériquement rigide utilisant une analyse du graphe de
contrainte. Son principe est de rechercher une paire cigatior? et de séparer le
graphe en deux au niveau de cette paire d’articulation. desdeux sous-graphes,
gue nous appelorgs, a désormais un nceud d’articulation. L'autre sous-graghe,
correspond a un sous-systeme rigidegSn’est pas un graphe triconnexewéx
opére une récursion sgs. Puis une aréte, appelée lien virfiest ajoutée entre les
deux nceuds de la paire d’articulation dgn®t on opére récursivement syir. Les
systémes triconnexes doivent étre résolus et leurs sofusiont assemblées.

La méthode d’@e~ fonctionne dans un univers géométrique 2D dont les sortes so
les points et les droites et les contraintes sont des dissagrtire points, des angles
entre droites et des incidences point-droite. Elle ne fonoke que sur des systemes
dont le graphe de contrainte n’est pas triconnexe : ceuxigedt étre résolus au
moyen d’un solveur extérieur. Faisons ici I'hypothese que dlispose d’un solveur
correct et complet pour ces systemes et montrons que la @é@sition d’Oven est
alors correcte et compléte.

Il est trivial de montrer que si le graphe admet un nceud diaetion ou est décon-
necté, leGCScorrespondant n’est pas rigide : dans le cas déconnecst él/elent
gue leGCSest coupé en deux parties qui ne partagent pas un repéeregsoté-
placements ; dans cas du nceud d’articulation, on montreuglieajue soit I'entité
géomeétrique correspondant au noeud d’articulation, les deusGCS partageant
cette entité ne partagent pas un repére pour les déplaceriensemble n’est donc
pas rigide.

On sait donc que le graphe est un graphe biconnexe. Consiéraintenant une
paire d'articulation en deux nceuds et n, et décomposons I&6CSen les deux
sous-systemes situés de part et d’autre des entités gégqueétcorrespondant a ces

Cf. chapitre2

8).e. une paire de nceuds du graphe telle que si on retire ces ncewglaphe ainsi que leurs
arétes incidentes, le graphe résultant a 2 composantes>a@sin

9Angl. : virtual bond
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nceuds. S'’il y a une aréte entng et n,, on décompose en n’incluant la contrainte
correspondante que dans un seul des sous-systemes.

Considérons maintenant que I'un des deux sous-systemegyielst. ll ne peut

s’agir, comme on I'a montré plus haut, que de celui dont Iplgean’a pas de nceud

d’articulation,g,. Il peut s’agir soit d’un systeme triconnexe, soit d'un gysé sur

lequel on va opérer une récursion. Son bord par rapport seidasysteme est I'en-

semble des informations que I'on peut calculer, dans uByestigide, concernant

les deux entités géométriques partagées. Trois cas saibjass:

— les deux entités géométriques sont des points : une baserdest la distance
entre ces points;

— les deux entités géométriques sont des droites : une bdsmdiast 'angle entre
ces droites;

— une entité est une droite, I'autre un point : une base de bstrdia contrainte
d’incidence ou la distance entre le point et la droite, séaras.

Dans les trois cas, une base du bord est faite d’'une cordrairgc un degré de

restriction, qui se traduit en terme de graphes par une aréte les deux entités.

L'ajout du lien virtuel correspond donc bien a I'ajout du 8okes deux systemes

partagent un repere pour les déplacements et peuvent étmmbles.

Nous avons montré que la méthode de décompositiowek@evenait, en terme de
graphe, a décomposer un systéme en deux sous-systgraes, dont I'un, S;, est
D-bien-contraint et a ajouter le bord 8¢ dansS,. Le théoréme nous permet donc
d’assurer que cette méthode est correcte et compléte,’bgpsthése de disposer
de solveurs corrects et complets pour les systemes trigeane

Notons que l'une des configurations possibles de paireicidation (un point et
une droite) peut amener un bord contenant une contrainteeRprimable dans
I'univers géométrique d’'@en (distance entre un point et une droite).

La figure 3.5 montre un exemple d&CS compatible avec l'univers géométrique
d’Owen et ou cette configuration apparait. Le sous-systeme engpadfensemble
{p1, P3, P4, 11} est rigide. Considérer la paire d’articulation constituéggdet del,
meéne donc a remplacer ce systeme par un lien virtuel @ate¢l,, dont I'interpreé-
tation géométrique est la distancepleal;.

Une seconde hypothese pour la correction et la complétutierdéthode d’@en
est donc que ce type de configuration n’intervient jamais.



Figure 3.5 - Systeme de contrainte géométrique mettant en défaut la
méthode d’OweN : esquisse (a) et graphe ((b)



BILAN DE LA PARTIE |

Nous avons formalisé, avec I'approche des spécificatiggébalques, les systemes
de contraintes géométriques et leurs opérations, leuesmiwde constriction, leur
décomposition et leur résolution, ainsi que le point de vusétirgroupe. Nous
avons réalisé un apercu de la littérature concernant ldutéso de systemes de
contraintes géométriques en mettant I'accent sur les rdéghtraitant de systémes
sous-contraints. Nous avons montré quelles étaient leditamms de correction et
de complétude des méthodes de décomposition et ainsi pugrque la méthode
d’Owen était correcte et complete sous certaines hypotheses.

Bien sdr, la démonstration que nous avofie@ué n’aboutira pas a la preuve de
complétude d’'un solveur d8CSd’une famille géométrique : seuls les solveurs al-
gébriques peuvent étre complets. Mais notre démonstrédiomit les conditions
sufisantes et nécessaires pour que la décomposition n'amertke gasteur d’in-
complétude supplémentaire.

Les développements récents dans le domaine de la preuvaciite ont montré
gu'’il pouvait étre dangereux de se contenter de démormtsation vérifiées par
I'ordinateur. MeikcLe et Reurior [MFO3] montrent par exemple que la formalisation
de la géomeétrie paritBerT n'est pas autant exempte d’hypothéses quekkr I'af-
firme et qu'’il s’est probablement appuyé sur des figures paisonner, bien qu'il
prétende le contraire. De mémesitds et al.[HHM*10] proposent une démonstra-
tion au moyen d’'un assistant de preuves de la preuve de lactang de KpLEr,
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proposée 12 ans plus tét paaids sous la forme d’'une démonstration mathéma-
tique d’environ 250 pages et publiée seulement en 2006 dénma@pacité des rap-
porteurs a certifier la correction de la démonstration. iisitrent notamment que
I'utilisation d’un assistant de preuves a permis de déadsrinexactitudes dans la
preuve originale.

Une suite logique des travaux présentés dans cette paié denc de formaliser

les systemes de contraintes géométriques dans un assistantuves et d'y ef-
fectuer les démonstrations des$félients théoremes menant a la démonstration des
conditions de correction et de complétude des méthodesaem®dsition a partir

de la définition du bord.

En outre, il serait intéressant de reprendre, comme nousi&fait pour la méthode
d’Owen, les diférentes méthodes de décomposition de la littérature etdaite
leurs opérations dans notre formalisme afin de vérifieresalbnt correctes et com-
pletes et, le cas échéant, de préciser sous quelles hypstbkess le sont.
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Nous avons vu dans la partiguelles étaient les grandes approches de la résolution
de Systemes de Contraintes Géométriqg@39. Nous avons notamment vu que la
rigidité des objets congus était souvent une hypothéselgesthmes de résolution
actuels. Dans cette partie, nous allons nous abstrairetigehypothese et étudier le
cas specifique et encore relativement peu traité des syswemontraintes géome-
triques sous-contraints.

Au chapitre3 de la partid, nous avons indiqué qu’il était inadéquat d’'opposer rigide
et sous-contraint dans la mesure ou un systéme rigide aajém&mt une infinité
de solutions de par son invariance par déplacement. Dates gaatie, nous nous
intéressons aux systemes sous-contraints dans leur eleseiabt-a-dire que nous
cherchons a traiter de maniere homogene des systemesdritratotsmodulodes
groupes de transformations globaux autres que l'identitleeGCSpour lesquels

il n'existe pas de groupe de bonne constriction agissartadgonent, c’est-a-dire
intuitivement des systémes articulés.

Motivation

Nous considérons, contrairement a ce qui a été fait jusqigices la littérature, que
les solveurs devraient étre capables de résoudr&@&ssous-contraints. Comme
nous I'avons vu a la sectidh?2, la plupart des articles traitant de la sous-constriction
visent & la détecter, la considérant comme un cas d’erraud, s® ramener au cas
rigide par un ajout de contraintes &CS

Pourtant, la résolution d8CSsous-contraints a des intéréts multiples : d’une part,
pour la résolution d’'urGCSrigide difficilement (voire non) décomposable, les so-
lutions d’un sous-systéme sous-contraint peuvent étreount e départ pour un
rattrapage numérique, de méme qu’une décomposition eiepiasystemes sous-
contraints (bien contraintsiodulodes groupes globaux ou non) peut augmenter
la classe des systemes rigides résolubles; d’autre parG@GS sous-contraints
peuvent trés bien étre des objets finaux correspondant demted de I'utilisa-
teur : une paire de ciseaux, une lampe de bureau ou encoreilne\sont autant
d’exemples de systemes classiquement considérés comsreaataints méme si,
du point de vue de l'utilisateur, ils ont été contraints ectement.

Enfin — et cet argument a eu un impact déterminant sur |'atéent donnée a nos
travaux — la capacité a résoudre d@8Ssous-contraints est un impératif pour la
mise au point de logicielsfigcaces de Conception Assistée par Ordinat@Ad)
basés contraintes permettant aux utilisateurs de conéeeotmentalement leur es-
quisse. Cette fonctionnalité, trés peu envisagée jusgs’,ast pourtant essentielle
si I'on veut permettre a des utilisateurs non experts unsaao logiciels d&CAO
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par contrainte : ceux-ci sont susceptibles de concevoilGIeS avec trop ou pas
assez de contraintes par rapport a I'objet voulu et ont hed®ipouvoir procéder
par essdgerreur en ayant un retour sur le niveau de constriction digsyes

L'ensemble des algorithmes que nous proposons dans cetie st donc incre-
mentaux : ils fonctionnent sur la base de la mise-a-jour desées lors de I'ajout
d’'une entité géométrique ou d’une contrainte.

Démarche

Pour répondre aux besoins d’incrémentalité et de retoweVisur le niveau de
constriction, la démarche que nous abordons passe par tatidéfidu schéma de
résolution suivant :

1. trouver incrémentalement une parametrisatioe@y
2. trouver un plan de construction,
3. donner des valeurs aux parametres et évaluer le plan d&ection.

La paramétrisation dGCS évoquée a I'étapé est un repere pour I6CS: elle
consiste a fournir, pour chaque entité géométriqu&as le nombre de degrés de
liberté qu'il faut retirer afin que 16 CSsoit bien contrainmodulol’identité. Si le
systeme est rigide, le résultat de I'algorithme de calcuhd’ paramétrisation doit
donc étre un repere pour les déplacements.

Il existe un grand nombre de paramétrisatiorédéntes pour un méme systeme
et toutes ne se valent pas : certaines menent a des plans steuctan suscep-
tibles d’échouer selon les valeurs des paramétres alorpquele méme systeme,
d’autres permettent de trouver un plan de constructiorotogjvalide.

L'étapel est abordée au chapi#gou nous étendons les travaux datam et Miop-
LEDITCH en abstrayant |&CS sous forme d’'un graphe biparti entités-contraintes
et en calculant un flux traversant ce graphe. Les algoritromesnous proposons
partent de I'hypothése que &CSn’est pas génériguement sur-contraint.

Les etape® et 3 sont abordées dans le chapifequi décrit comment interpré-
ter géométriquement la paramétrisation combinatoire gincent déduire un plan
de construction par blocs a partir de cette paramétrisati@xplicite également
I'interprétation géométrique du flux obtenu.

Le chapitreb traite du probleme spécifique de la détection de la sur-dotish lors
de I'ajout de contraintes ou lors de I'évaluation numérigeda paramétrisation :
il montre que ces deux problémes ne sont pas trivialemealugegn adaptant les
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méthodes existantes, puis propose des extensions de ladréth témoirt® pour
les résoudre.

10¢f, section2.2.2et [MF06, MFLMO06, MF07, MFO9]
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Pour chaque probléme, il y a une solution qui est simple,
claire et fausse
— Henri Louis Mencken, journaliste américain

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme comhieatmasé sur une mé-
thode de flux, en extension des travaux desam et MibpLepircH [LM9I6D]. I
est congu incrémentalement : a partir d’'une paramétrisation systeme de con-
traintes géométriques, une nouvelle paramétrisationadstiiée en mettant a jour
le flux, lorsqu’une contrainte ou une entité géométriquegsattée par I'utilisateur.
Nous proposons également un algorithme — en réalité uneficei@in mineure de
I'algorithme utilisé a I'ajout d’'une contrainte — permetta |'utilisateur de changer
de paramétrisation si celle qui lui est proposée ne lui emvpas.

IPar exemple parce qu’elle ne lui donne pas une bonne inuits libertés du systéme
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Nous avons vu, au chapit@, comment fonctionnait I'algorithme de flux dexL
tHAM et MippLepiTcH. Leur algorithme, limité a la 2D, utilise I'hypothése deidiigé

du GCSa résoudre pour déduire que trois degrés de liberté doiventedirés pour
ancrer une solution dans le plan. A céfie¢, une contrainte virtuelle avec trois de-
grés de restriction est ajoutée et connectée a deux nceudaphegle flux.

Afin de s’abstraire de I'hypothése de rigidité, notre altjorie n'utilise pas cette
contrainte virtuelle obligatoirement satisfaite. En meslae, le nceud de chaque en-
tité géométrique est liée a un nouveau noceud, qui disposd¢adiade degrés de
restriction que I'entité géometrique a de degrés de lib&es noeuds ne seront
pas nécessairement saturés et représentent les élémeatsedeique I'on calcule.
Ainsi, nous déterminons quels degrés de liberté doiveatfités.

Nous commencgons, avec la secti, par des définitions, notations et représenta-
tions spécifiques que nous utilisons dans la suite de ce rod@ndsous décrivons
ensuite I'algorithme en lui-méme a la sectibi2 et en donnons quelques exemples
en sectiom.3. Nous réalisons enfin une analyse de I'algorithme a la sedti®

4.1 Définitions et notations

Le but des algorithmes décrits dans ce chapitre est le cdlgné paramétrisation
combinatoire d'urGCS

Définition 45. Paramétrisation combinatoire d'un GCS : SoitS = (C, X, A)

un GCSnon génériguement sur-contraint. Une paramétrisation loioiitoire est
une fonction p: X — N telle qu’il est possible de rendi§ génériquement bien
contraintmodulol’identité en fixant px) degrés de liberté pour chaque entité géo-
métrique xe X.

Pour une paramétrisation combinatoredonnée, nous appelons les entités géomé-
triquesx telles quep(x) > 0 les entités de I'ancre.

Le graphe de flux spécifique que nous construisons est appeiaphe deR-flux.
Un flot traversant un graphe d&flux est appelé uR-flot.

Dans les graphes d@flux, on note
— u— tlarc reliant les nceuds ett et orienté deu verst;
— u— tlarc deuat ayant une valuation;
— u— tl'arc deuat ayant une capacité de
]

2Cf. section2.2.1.2p. 49
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— u— tlarc deuat valuéi et de capacitg;

]
— {— t} 'ensemble des arcs entrantstde
— {u —} I'ensemble des arcs sortantsule
— Cap() la capacité de l'arx;
— Val(x) la valuation de I'arcx.

La définition précise d’'un graphe de&flux est la suivante.

Définition 46. Graphe deR-flux d'un GCS: SoitS = (C, X, A) un GCS Le
graphe deR-flux deS est un graphe orienté g dont les arcs ont des valuations dans
N tel que

— g aun nceud source Bt un noeud puitsyn
N s L. ddl

— achaque entité géométrique=XX U A correspond un nceug,ravec 29w, Ny ;
N . ddr(c

— achaque contrainte € C correspond un nceud avec e, Ny;

— si x est une variable de c, alors g inclut un arg £ nc, avec k le nombre de
degrés de libertés que c peut génériguement bter a x ;
— pour chaque entité géométrique X, g inclut un nogudppelénceud de reperde

— — Ny,
X, avec les arcs fi—— fy et ry predll

Il est bien entendu important que le flot traversant le gragg®-flux soit valide,
au sens usuel de la validité d’un flot, que nous rappelons.

Définition 47. Graphe deR-flux valide : Un graphe deR-flux g est valide si
— pour tout arc a de gQ < Val(a) < Cap@);
— pour tout nceud n exceptget ny, Xicn(Val(i)) = Zign(Val(i))

L'objectif de notre algorithme de paramétrisation est dewar unR-flot valide
maximalau sens de la définition suivante.

Définition 48. R-flot valide maximal : Un R-flot valide est dit maximal si
— chaque nceudyrcorrespondant a une entité géomeétrique est saturé, c'eftea

gu’on aZign,(Val(i)) = k avec @—k> Ny;

— chaque nceud.icorrespondant & une contrainte est saturé : dq.,n,(Val(i)) =
k avec ra—k> Np;

— les nceuds de repére ne sont pas nécessairement saturés;(ei_nra Bt rx—i_> Np
avecO<i<|. | |

La définition d’'unR-flot valide maximal correspond a la définition classiquend’u
flot valide maximal, a la diérence prés que les nceuds de repére n'ont pas a étre
satures.
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Ps

\‘r/ L

P4 Ps
Figure 4.1 - Systeme articulé Figure 4.2 -Représentation
fait d’'une chaine fermée de 4 de CHyz du R-flot de la
barres rigides et d’'une barre figure 4.3

en libre rotation autour d'un
point de la chaine

Les valuations des arcs allant d’'un nceud d’entité a son naewepdre nous per-
mettront de définir une paramétrisation combinatoire.

Définition 49. Degré de repére d’'un nceud du graphe d&-flux : Dans un graphe
de R-flux, on appelledegré de repérd’'un nceud p correspondant a une entité
géomeétrique la valuation de I'arc,n— ry le reliant a son nceud de repere.

Par abus de langage, nous parlons également du degré de depgipour parler
du degré de repére d.

Dans unR-flot valide maximal, les degrés de repere non nuls indigleentlegrés
de liberté du systéme et, donc, les entités géométriquesadix a restreindfe
pour que leGCS ne soit pas sous-contraint. Dans le cas d’'un systeme detriva
un obijet rigide, la somme des degrés de repére est donc 3 emslon 2 et 6 en
dimension 3. Linterprétation géométrique de ces valusticomme nous le voyons
a la sectiorb.1, est un repére minimal pour le systeme a paramétrer.

La figure 4.3 montre un exemple d'uR-flot valide maximal pour 165CS sous-

contraint de la figurd.1 L'orientation des arcs n'y est pas indiquée car c’estéori

tation classique des graphes de flux bi-partis : de la sowele puits. Parce que

cette représentation n’est pas trés intuitive, nous lusstutmns deux autres repré-

sentations, selon les cas :

— la représentation dex&z [Chy8Y, dans laquelle les contraintes ne sont pas ex-
plicitement représentées sous la forme de nceuds, maisaunéni sous la forme
d’arcs entre les nceuds correspondant aux entités. L'atientdes arcs est faite

3Dans la suite, nous disons de I'entité géométrigugr’elle estfixéesi le degré de repére dag
est égatdI(x) et qu’elle estestreintesi le degré de repére ahg est strictement positif et inférieur a
ddl(x).
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Figure 4.3 - R-flot valide maximal correspondant au GCS de la figure 4.1 :
les nceuds p1 a ps représentent les entités géométriques du GCS;; les
noeuds rp, & rp, sont leurs nceuds de repére; les nceuds d représentent
les contraintes de distance ; les arcs sont valués par la valeur du flux les
traversant (les capacités ne sont pas indiquées). Les arcs sont orientés de
la gauche vers la droite.

de telle sorte que I'arc soit entrant pour une entité si laatabn de I'arc entre
cette entité géométrique et la contrainte est positive.raesids de repere sont
quant a eux représentés par des arcs sans origine, chadiigueaat un degré
de valuation. La figurel.2 donne la représentation dertz du R-flot de la fi-
gured4.3;

— la représentation den®@z n’est pas intuitive dans tous les cas : dans le cas de
contraintes avec une arité supérieure a 1, la représamtadgi® arcs devient un
peu moins compréhensible ; lorsque plusieurs contrairgesé&me profil portent
sur un méme ensemble de contraintes, la représentationyxden€ permet pas
de diférencier les contraintes ; surtout, les contraintes etlizatian des arcs liés
a leur nceud sont implicites dans la représentation whez, e qui la rend in-
appropriée pour des illustrations du fonctionnement deahgarithmes lorsqu’il
s’agit de montrer comment uR-flot est modifié. C’est pourquoi dans certains
cas, nous utilisons une représentation explicite du grdptfeflux, en oubliant
simplement les noeuds, et n, ainsi que les nceuds de repére dont le degré de
repére est nul. L'orientation des arcs n’est pas représgméphiquement car elle
n'apporte pas d’information utile : les arcs du graphe de ¥Womt toujours des
nceuds d’entité vers les nceuds de contrainte. De méme, lasigspdes arcs
ne sont pas indiquées car elles sont égales au degré detr@stgénérique des
contraintes. La figurd.5, par exemple, montre les étapes de calcuRefiot de
la figure4.3en utilisant cette représentation.
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L'ajout des nceuds, permet de se passer de I'hypothése de rigidité&s@& Elle

a toutefois le désavantage d’empécher la détection densgstéur-contraints. On
peut ainsi voir qu’a la figurd.5, notre algorithme associe @iflot indiquant qu'’il
faut fixer un point pour que le systeme soit bien contraimirsatjue ce systeme est
structurellement sur-contraint. Pour cette raison, nakgerithme part de I'hypo-
these — forte — que le systéme n’est pas sur-contraint. Nomsrams au chapitré
comment la méthode du téméinous permet de détecter la sur-constriction. Les
méthodes disponibles dans la littératur®P6b, HLS98 JNT0J ne soufrent pas

de ce désavantage grace a I'’hypothése de rigidité, qui Erungt de savoir que le
nombre total de degrés de repére doit étre 3 ou 6, selon landiore

4.2 Algorithmes pour la paramétrisation combinatoire

Nous décrivons dans cette section leféatents algorithmes nécessaires au calcul
incrémental d’'une paramétrisation combinatoire. Il ncausdfa pour cela définir
les opérations d’ajout d’entité géométrique et de conteaidous commencgons par
donner I'algorithme général calculant une paramétrisatmmbinatoire d’urGCS

de maniére incrémentale, puis détaillons I'opérationaliaf’une contrainte.

4.2.1 Principe général

Afin de permettre a l'utilisateur de corriger le systeme deti@ntes géomeétriques
s'il atrop de degrés de libertés, I'algorithme présentéstincrémental. A ceffet,
nous définissons les trois opérations suivantes :

1. linitialisation duR-flux correspondant a uBCSvide ;
2. la maodification d’urmR-flux lors de I'ajout d’une entité géométrique ;
3. la modification d’'umR-flux lors de I'ajout d’'une contrainte.

A partir de ces trois opérations, on peut trivialement déFalgorithme qui calcule
une parameétrisation combinatoire d’'GBCS Le pseudo-code est donné a l'algo-
rithme4.1

Linitialisation du graphe d&®-flux (ligne 1 de 'algorithme) est faite en considérant
le graphe sans arc contenant les nogyad n,.

L'ajout d'une entité géomeétrigue(ligne 5 de I'algorithme) est fait en ajoutant deux
nceuds : le nceud, correspondant et son nceud de repérge On ajoute trois arcs :

4Que nous avons évoquée dans le chagited. p.52
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Entrées:
S=(C, XA :unGCS
Résultat:
Graphe der-flux maximal valide correspondants

1 R « graphe der-flux initial
pour chaquecontrainte ¢x, ..., X,) € C faire
pour chaqueentité x € {xy,..., X,} faire
si R ne contient pas le nceud correspondant alars
5 L L Ajouter x; dansR

6 Ajouter c dansk
retourner R
Algorithme 4.1: Calcul d’'une paramétrisation combinatoire dGCS

ddi(x) ddi(x) ddi(x)
ns — nx, nx — rx etrx m— np.

Lors de I'ajout d’'une contrainte, enfin (ligréede I'algorithme), le graphe de-flux
est modifié en recherchant un chemin amélior&adt}§. Nous décrivons I'opéra-
tion en détail & la sectio#.2.2

4.2.2 Modification d’'un R-flot a I'ajout d’une contrainte

L'ajout d’'une nouvelle contrainte se fait lorsque toutes les entités géomeétriques
liées a cette contrainte sont présentes dans le graphesrphaissant les valuations
d’entrée de certains nceuds de repére afin de pouvoir satuf@ette opération est
une adaptation de la recherche de chemin améliorant ddgeritame de lerp-
Fuikerson [FIF5§. Pour dfectuer I'opération, nous recherchons un chemin sans
cycle den; vers un nceud, tel que :
— Iy est au moins partiellement saturé : Vil ry) > 0;
— pour chaque nceut, du chemin, la valuation de I'arc liérg, et situé du c6té de

n. est augmentable (inférieure a sa capacité) ;
— de méme, pour chaque sommeadu chemin, la valuation de I'arc liérg, et situé

du coté dey est diminuable (non nulle).
Une fois un tel chemin trouvé, il faut « retourner » ce chenpour chaque nceud
de contrainten, du chemin (saufi), la valuation de l'arc situé du coté ahg est
diminuée de 1 et celle de I'arc situé du cétérdest augmentée de 1. Ensuite, la
valuation de I'arc lié a, est réduite de 1 et celle de 'arc Ing est augmentée de 1.
Si le chemin ne contient aucune contrainte, son retourneocogIsiste uniqguement
a diminuer le degré de repere dest a augmenter la valuation de I'ang— ny. La
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Figure 4.4 - Retournement d’un chemin, commencant par une contrainte

de distance et se terminant par le noeud de repere rp,. Le chemin est celui
qui est retourné a la figure 4.5e pour obtenir le R-flot de la figure 4.5f.

figure 4.4 illustre le retournement d’un chemin (elle représentedadition entre
les figurest.5e et4.5).

On répete cette opération (recherche de chemin, retountesieechemin) autant
de fois que le degré de restriction dg afin quen. soit saturé. L'algorithme.2
donne le pseudo-code de l'opération d’ajout d’'une conteaien faisant appel a
I'algorithme 4.3 pour chercher un chemin. L'algorithrde3 recherche les chemins
valides avec comme nceud initial une entité géométrique @mritalgorithme4.2
utilise donc cet algorithme sur chacune des entités géayuégliées a la contrainte
a ajouter.

En outre, ces deux algorithmes utilisent une liste de dedga®pere a respecter
ainsi qu’une stratégie de choix de repere. Ces deux élénmritdiscutés plus avant
dans la suite, il sfiit pour le moment de savoir que la liste permet a l'algorithme d
ne pas baisser le degré de repére d’une entité géométriggessous d’une valeur
indiquée par l'utilisateur.

L'algorithme 4.2 est une version de 'algorithme d’ajout de contrainte, duigrche
exhaustivement tous les chemins possibles pour ensuéetieginer le meilleur en
fonction d’'une stratégie de choix. Il est bien évidemmengsifle d’adapter ces
algorithmes afin de se contenter du premier chemin trouvérawetd’'un parcours
(en profondeur d’abord ou en largeur d’abord) ou de dispd&ere heuristique
permettant de décider si I'on continue a chercher ou nongectibn de la qualité
du R-flux calculé.

4.2.3 Modification d’un R-flot

Il est également possible d’adapter I'algorithme d’ajouneé contrainte 4.2) afin
de modifier leR-flot sans ajouter de contrainte et ainsi chercher d’augpsres.

5|l serait également possible de chercher directement umichgermettant, en un retournement,
de satisfaire la nouvelle contrainte. Toutefois, dansadigue, la plupart des contraintes rencontrées
ont un degré de restriction de 1, aussi les chances de tranvet chemin sont faibles.
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Entrées:
R : Graphe der-flux actuel, valide maximal
c(X1, ...Xm) : Contrainte a ajouter
L = {(x, d))} : Liste des obligations de repere
T : Stratégie de choix de repére
Résultat:
Graphe der-flux valide maximal apres ajout dg

E « liste (ny,, ..., Nx,) des noeuds d’entités licesa
Ajouter un nceuah, lié a 'ensemble des nceuds He
Valuer les arcs dg. par 0
pour i de 0 addr(c) faire
P « liste vide des chemins trouvés
pour chaqueentité xe E faire
A < nouvel arbre aveg comme unique nceud
P « P + RechercheChemins(R, X, L, A, {cP
// Utilisation de 1’algorithme 4.3

p < meilleur chemin deé> d’aprésT
Retourner le chemip dansRk
Incrémenter la valuation de I'arc liant au nceud initial deo

retourner R

Algorithme 4.2: Mise-a-jour dur-flux lors de I'ajout d’'une contrainte
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Entrées:
R : Graphe der-flux valide maximal
x : Entité dont on veut augmenter le degré de repére
L = {(x, d))} : Liste des obligations de repere
A : Arbre des chemins parcourus
| : Contraintes interdites dans le chemin
Résultat:
Chemin améliorant

P « liste vide des chemins trouves

pour chaquecontrainte c liee a x qui n’est pas dangdire

si c ne relie pas x a son parent darfsalors

si c est retournablalors

pour chaqueentité e liée a ¢ sauf faire
ajoutere dansA avecx pour parent

7 sil'on peut retirer un degré de repére & alors
| marquere comme final dansA

P « P + RechercheChemins(R, e, L, A, )
// Récursion

retourner P
Algorithme 4.3: Recherche de chemin ameliorant dans le grapthe-tlex
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En dfet, en recherchant un chemin améliorant ayant pour nceual injtet pour
nceud final un nceud, totalement ou partiellement saturé, on peut augmenter de 1
la valuation de I'ara, — ry et diminuer de 1 la valuation de l'arg, — ry.

Entrées:
R : Graphe der-flux actuel, valide maximal
x : Entité dont on veut augmenter le degré de repére
L = {(x,d)} : Liste des obligations de repére
T : Stratégie de choix de repére
Résultat:
Graphe der-flux valide maximal apres augmentation de Yl ry)
Nouvelle liste des obligations de repéere

A « nouvel arbre aveg comme unique nceud
P < RechercheChemins(R, X, L, A, 0 // Utilisation de
1’algorithme 4.3
p < meilleur chemin dé> d’apresT
Retourner le chemip dansR
Incrémenter la valuation de l'arg, — ry
sidd, (x,d) € L alors
| Le—L-(xd)+(x,d+1)
sinon
| L« L+(x1)
retourner R, L

Algorithme 4.4: Augmentation du degré de repere d’une entité

Gréace a l'utilisation de 'algorithmd.4, I'utilisateur peut, a partir d'un repére qui
lui est proposé, demander a essayer un autre repere. Daasd@ d voudrait fixer
plusieurs degrés de repére, nous ajoutons, apres chaqueatagon du degré de
repere d’'une entité géométriguele couple &, dy) a la liste des obligations de re-
pére, aved, le nombre de degrés de libertés que I'utilisateur veut figerr fientité
geometriquex. Dans l'algorithme4.3, la liste des obligations de repére est prise
en compte lors de la vérification de la possibilité de « retine degré de repére
ax» (ligne7) : il faut pour satisfaire cette condition que le nombre dgrée de
reperes de, c’est-a-dire la valuation de I'arc dg versre, soit non nulle et supé-
rieure ad quand €, d) apparait dans la liste des obligations de repére. On gburra
remplacer le test de la lignépar le test «si ((A(e,d) € L et Val(ne — re) > d) ou
(A(e,d) € L etVal(ne — re) > 0)) ».



102 4. Paramétrisation combinatoire

4.3 Exemples d’application

Nous donnons ici plusieurs exemples d’application de raggerithme de parameé-
trisation combinatoire. Nous commencons avec un exempkbegonstitué d’une
chaine fermée de quatre barres rigides, partageant un gactune cinquieéme
barre (sectio.3.]); nous donnons ensuite un exemple en 3D avec le calcul de
deux paramétrisations d’'une plate-forme dev@rr (section4.3.2; enfin, nous
montrons les limites de cet algorithme avec le célebre elesyr-contraint de la

« double-banane » (sectidn3.3.

4.3.1 Exemple 2D

Considérons I'exemple de la figudel, représentant uB CSconstitué d’une chaine
fermée non rigide de quatre barres et d’'une cinquieme barretation libre au-
tour d'un des points de la chaine. Le grapheRiBlux initial est représenté a la
figure 4.5, avec uniquement le poirg; et le nceud de reperg,. La figure4.5
montre le graphe d&-flux obtenu aprés ajout de et de la contrainte de distance
entrep; et p,. De par la saturation de la contrainte de distance, un degrépkre

a été retiré .. A la figure4.5c, p; et p, ont été ajoutés, ainsi que les contraintes
concernant les quatre entités géométriques considérékesfigure 4.5d le point

ps a été ajouté, ainsi que deux des contraintes de distancenéerc@ant : celles
liant p, et p; respectivement. La figure5e montre 'ajout de la derniére contrainte
de distance (non encore saturée) et un chemin possible @metgen pointillés)
dans lequel le degré de restriction de la nouvelle conga@met en cause I'un des
degrés de repere dw. Enfin, la figure4.5 montre leR-flot résultant apres cette
exécution de l'algorithme. La figur&.7 montre une interprétation géométrique de
ceR-flot sous forme de repere.

La figure4.6donne un exemple d’application de I'algorith@e, qui augmente le
degré de repére d’'une entité géométrique. En partaftfiiot final de la figured.5,
I'utilisateur a demandé a augmenter le degré de repepm.dee repére qui corres-
pond a ceR-flot est illustré a la figurd.8.

4.3.2 Exemple 3D : la plate-forme de STEWART

Considérons maintenant un exemple complexe en 3D : une folate de Se-
wART [Ste6§. Elle est constituée de deux hexagones rigideg. les hexagones
tels que celui représenté a la fig8€, auquel on ajoute une contrainte de copla-
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Figure 4.5 - Quelques étapes de I'algorithme 4.1 sur I'exemple de la
figure 4.1; a : initialisation avec un point et son repére ; b : ajout d'un point
et d’'une contrainte ; ¢ : ajout de deux points et des contraintes les
concernant; d : systeme entier sauf une contrainte ; e : un chemin
possible a retourner en pointillé ; f : un R-flot possible
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a
b

Figure 4.6 - Application de I'algorithme 4.4 sur le R-flot de la figure 4.5f;

a : un chemin améliorant possible pour ajouter un degré de repeére a ps;

b : R-flot résultant
P1 P2 Ps P1 P2 Ps
Pal, _[Ps Pa, _[Ps

»|

Figure 4.7 -Repére
correspondant a
I'interprétation du R-flot final
de la figure 4.5

»|

Figure 4.8 -Repére
correspondant a
I'interprétation du R-flot final
de la figure 4.6
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i
Figure 4.9 - Esquisse d’'une Figure 4.10 -Assemblage
plate-forme de STewaRT. Les prismatique entre deux points
deux hexagones en gras sont d’une plate-forme de
rigides; les six autres STEWART : le point médian est
segments indiquent des incident a la ligne.

contraintes de distance.

narité des six points) liés ensemble par six assemblagesatiques, c’est-a-dire
des barres dont la longueur est un paramétre fourni patidateéur. Pour des va-
leurs données de ces parametres, six barres rigides riggedeux hexagones, ce
qui donne un systéme rigide, dont le graphe de contrainteepsésenté a la fi-
gure4.9. Pour représenter le fait que les barres sont des assemigagmatiques,
on peut remplacer chacune des six barres rigides par une,dsor laquelle on
place un point, a une distance fixe de I’hexagone supériemn@ola distance au
second hexagone n’est pas connue, ce point est en libréatiianssur la droite. Un
exemple de cette représentation est donné a la figae

La figure4.11donne certaines étapes du calcul d’'une paramétrisatiobioaioire
de la plate-forme dei®wart avec I'algorithmed.1ainsi que deux modifications du
R-flot avec I'algorithmes.4.

La figure4.11a montre sous forme de repereReflot calculé pour le systéme com-
posé des deux hexagones rigides sans qu’aucune contraiet&it® géomeétrique
ne les joigne. A la figurd.11b, une droite a été ajoutée, contrainte a étre incidente
a I'un des points de I'hexagone inférieur. Comme cette cortgaa un degré de
restriction de 2, la droite a encore deux degrés de libeddldche barrée indique
gu’il faut restreindre ces deux degrés de liberté. La figudelc montre leR-flot
aprés ajout d'une contrainte d’'incidence a un point de bg®ne supérieur. Notre
stratégie retire deux degrés de repére de I'hexagone supéri

A la figure 4.11d, les six droites ont été ajoutées et rendues incidentesinba
deux points, un dans chacun des hexagones. Nous simulassuale demande,
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par l'utilisateur, de changement dflot, afin de mieux comprendre dans quelle
mesure I’hexagone supérieur est mobile. Six utilisatianbadgorithme4.4 ménent
auR-flot représenté sous forme de repere a la figuide.

A la figure 4.11f, nous montrons I'ajout d’un point et de deux contraintese un
contrainte de distance par rapport a un point de I'hexagapérgeur (avec un de-
gré de restriction) et une contrainte d’incidence a la drpéssant par ce point (avec
deux degrés de restriction). L'ensemble constitué de 8igexe supérieur et du nou-
veau point est rigide. En ajoutant, similairement, cingesipoints, nous obtenons
la figure4.11g.

Enfin, la figure4.11h est obtenue aprés une nouvelle utilisation de I'algoritdme
I'utilisateur demande a incrémenter le degré de repereudedés nouveaux points.
Une fois que l'utilisateur a fait cela pour les six nouveaoigs, nous obtenons la
figure4.11i. Elle indique que si ’hexagone inférieur est fixé, la pasitde I'hexa-
gone supérieur dépend de la position, sur leur droite réspede chacun des points
glissants.

4.3.3 Exemple 3D : la « double-banane »

Considérons enfin le célébre contre-exemple de la caraatiérisle laman® qu’est
la« double-banane ». La figufiel4 donne le graphe de contrainte @CSde la
double-banane. Il est constitué de deux paires de tétmpdreageant une face (les
« bananes »), les deux paires ayant deux points en communabienm® plus géné-
rale, on peut considérer n'importe quel couple de systéigekes en 3D partageant
deux points comme une forme de double-banane.

Ce GCSest génériguement sur-contraint : la distance epiret p, peut étre cal-
culée dans n'importe laquelle des deux bananes, la pratéadpile les valeurs cal-
culées soient cohérentes est donc quasi-nulle. S’il n&sspr-contraint parce que
les distances sont cohérentes, alors il est sous-contreliicune des bananes est
en libre rotation autour de I'axg{p,).

La figure4.12 donne les étapes de calcul d’'une paramétrisation comlrieate
ce systéme. Nous y représentons le graphe de contraintestdunsydéja intégré au
graphe der-flux et ajoutons a cela une interprétation sous forme deeapéR-flot
calculé.

La figure4.12a montre leR-flot calculé en ayant considéré une contrainte de dis-
tance entre deux points. l-flot indique qu’un des points est fixé, 'autre est res-

6Cf. pp.320u46
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Figure 4.11 -Etapes du calcul d’une paramétrisation combinatoire d’une
plate-forme de StewarT avec l'algorithme 4.1. Voir texte
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treint puisqu'’il faut lui retirer deux degrés de liberté.dinterprétation géométrique
de ceR-flot est qu'il faut fixer un point et la direction de ce pointauitre (la fleche
barrée indique que cette direction correspond a deux ddgrkiserté).

A la figure 4.12b, un troisiéme point a été ajouté, ainsi qu’'une contraintelide
tance. Il faut donc restreindre ce nouveau point, ce quiailir la encore par la
donnée d’'une direction. Puis une troisieme contrainte diadce est ajoutée a la
figure4.1Z, ce qui réduit le nombre de degrés de liberté du dernier @pintté :

il n’est plus sur une sphére mais sur un cercle, flisdonc de le restreindre d’'un
degré de liberté. La figuré.12d montre I'ajout d’'un quatrieme point, sans chan-
gement de la paramétrisation puisqu’il est construit aipaettrois contraintes de
distance. On a construit un premier tétraédre. De méme, guee#t.12, un point

et trois contraintes de distance ont été ajoutés, complétanemiere banane.

A la figure 4.1X, le premier tétragdre de la seconde banane a été pris enecompt
dans le calcul dR-flot. Il faut restreindre deux degrés de liberté de 'un de se
points et un degré de liberté d’'un autre point, ce qui coonrdien a la pratique :

le tétraedre est en rotation autour du point qu'’il partagecdst premiére banane.
Les figures4.12y et 4.12h montrent I'ajout des contraintes de distance permettant
d’obtenir un systeme articulé qui n’est pas génériquemeantaentraint. Enfin, la
figure4.12 montre que 'ajout de la derniére contrainte finalise la sdedanane
mais rend le systéme génériqguement sur-contraint. Najaitime de paramétri-
sation ne détectant pas ce fait, il consomme un degré deerepérlcule donc un
R-flot indiquant gu’il faut fixer six degrés de liberté au total

4.4 Analyse de l'algorithme

4.4.1 Correction

L'algorithme 4.1 produit incrémentalement une paramétrisation combirettiun
GCS Nous montrons ici que I&-flot qu’il calcule est un couplage parfait dans le
graphe bi-parti Ky, Nc + R), ou Ny est 'ensemble des nceuds d’entit&; I'en-
semble des nceuds de contraint®dtensemble des nceuds de repére dont le degré
est non nul.

Nous commencgons par montrer que I'algorithig produit bien unk-flot valide
maximal :

Théoreme 9. Validité et maximalité desRr-flots calculés par 'algorithme 4.1:
SoitS = (C, X, A) un GCS Le R-flot calculé en ajoutant toutes les entités géo-
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Q\ \
QAH\
.*cox

Figure 4.12 -Etapes du calcul d’une paramétrisation combinatoire de la
double-banane avec I'algorithme 4.1. Voir texte
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métriques de X et les contraintes de C en utilisant I'aldorie4.1 est valide et
maximal.

Démonstration:

Le R-flot initial est obtenu en ayant deux nceudts etn,. [l n’y a aucun arc
entre ces nceuds, qui ne peuvent, par définition, pas étnesateR-flot
est donc valide et maximal.

L'ajout d’'une nouvelle entité géométrique effeetué en ajoutant le nceud
d’entité et le nceud de repere et en saturant le nceud de r&péeeR-flot
était maximal et valide avant ajout de I'entité géométriguest toujours
maximal et valide apres.

L'ajout d’'une contrainte consiste en la recherche ddr(c) chemins amé-
liorants : la saturation des nceuds situés au milieu des dseammeéliorants

est inchangée lors du retournement du chémia saturation du dernier
nceud d’entité du chemin est inchangée puisque son degrpéte st dimi-
nué ; apresidr(c) retournements de chemins améliorants, le nouveau nceud
de contrainte est saturé. Sifeflot était maximal et valide avant ajout de la
contrainte, il est toujours maximal et valide apres.

L'ajout de contraintes et d’entités géométriques préserigevalidité et la
maximalité dur-flot, qui est valide et maximal a l'initialisation. L&&flots
calculés avec I'algorithmé.1 sont donc valides et maximaux. m|

Nous montrons également que I'algorithehd préserve la validité et la maximalité
d’un R-flot.

Théoreme 10. Préservation de la validité et de la maximalité’dn R-flot par
I'algorithme 4.4: SoitR un graphe deR-flux valide et maximal. L'utilisation de
I'algorithme 4.4 sur le grapheR pour une entité géomeétrique x dont le nceud de
repére n'est pas saturé préserve la validité et la maxiraalgR.

Démonstration:

L'algorithme4.4 procéde par recherche d’'un chemin améliorant et retourne-
ment de ce chemin.

La saturation des nceuds situés au milieu du chemin est igékdors du
retournement du chemin, puisque la valuation d’'un arc estdéentée et la
valuation de l'autre arc incrémentée.

La saturation du dernier nceud d’entité du chemin est inalapgisque la
valuation de I'arc du c6té initial est incrémentée et quedlaation de I'arc
le reliant a son nceud de repére est décrémentée.

"Voir par exemple la figurd.4 ou la démonstration du théorérh@
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La saturation du nceud d’entité desst inchangée puisque la valuation de
I'arc du coté final est décrémentée et que la valuation de tigr— r, est
incrémentée.

Les valuations dR-flot modifiées par I'algorithmd.4 concernent unique-
ment des nceuds du chemin améliorant. Les saturations dedsraelce
chemin sont inchangées. La validité et la maximalité/ifiot sont donc
préserveées. |

Nous avons donc I'assurance que fdlots calculés avec nos algorithmes sont
valides et maximaux.

Consideérons le graphe bi-paBi= (Nx, Nc U Rs U R;) avec

— Nx I'ensemble des nceuds d’entité ;

— Nc I'ensemble des nceuds de contrainte ;

— Rq I'ensemble des noeuds de repere saturés;;

— R, 'ensemble des noeuds partiellement saturés (avec undivaluan nulle in-
ferieure a la capacité de leurs arcs) ; pour tout nogedR,, on a Cap(y — np) =
Val(ny — ry) dansB.

Autrement dit,B est le graphe bi-parti entités-contraintes et reperesteamt sim-

plement les nceuds de repére de degré nul et en baissant titéales arcs sortant

des nceuds de repére non saturés afin de simuler le fait q@iispas d’obligation
de saturation.

Nous pouvons alors prouver la correction de notre algoetheparamétrisation.

Théoreme 11. Correction de la paramétrisation combinatoirgpar R-flot : Soit
S un GCSnon génériguement sur-contraint. URlot de S calculé par 'algo-
rithme4.1est un couplage parfait du graphe bi-parti B 8e

Démonstration:

Nous savons, grace aux théorerest 10 que lesR-flots calculés sont va-
lides et maximaux.

On sait donc, par définition d’'uR-flot valide maximdl, que

— les nceuds d’entité sont saturés : la somme des valuatiolesidearcs
sortants est égale a la capacité de leur arc entrant;;

— les nceuds de contrainte sont saturés : la somme des vatidgdeurs
arcs entrants est égale a la capacité de leur arc sortant.

Les nceuds de repére, quant a eux, ne sont pas nécessairatugdg. sSTou-

tefois, la définition deB fait que les noeuds de repere de degré nul n’ont pas

éte inclus. Quant aux nceuds de repére partiellement salai@éspacité de

leur arc sortant danB a été diminuée jusqu’a la valuatioffective de leur

8Cf. déf.48p. 93
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arc entrant. Par conséquent, la valuation de leur arc d¢rgsdrégale a la
capacité de leur arc sortant : ils sont saturés dgans

Tous les nceuds internes Besont saturés : on a bien un couplage parfait.

Pour unR-flot valide maximal donné d'usCS.S, considérons la fonction qui a
toute entité géométrique deassocie son degré de repére dark-fiot. Sous I'hy-
pothése que I&CSn’est pas génériguement sur-contraint, cette fonctioruest
paramétrisation combinatoire & d’apres le théoreme dedkic-Hatr [Die0 :

Théoreme 12. Un systéme de contraintes géométriques est structureatiennen
contraint si et seulement si son graphe biparti admet un Egepparfait.

4.4.2 Complexité

La complexité de nos algorithmes se calcule comme suit. @érmis que I'on
dispose d’'une méthode de comparaison de plusieurs chemi@igogants dont la
complexité est e®(P).

L'algorithme 4.3 réalise une recherche en largeur d’abord dans le grapheorha c
plexité d’'une telle recherche ad{|C| + |X|) [Knu9§. Dans le domaine spécifique
de la résolution d&CS |C| et|X| sont a peu prés équivalents, de par I'impossibilité
d’avoir plus de degrés de contrainte que de degrés de lihertéomplexité dans le
pire des cas de l'algorithm&3 est dona)(2 x d x |X]) — oud est le nombre moyen
de degrés de liberté d’'une entité géométrique — c’esta&ajiX|).

L'algorithme 4.4 fait appel a I'algorithmet.3 a une reprise. Il fait également appel
a la méthode de comparaison des chemins identifiés. La mwhdans la liste des
obligations de repére comporte au maximpdntests, dans la mesure ou la liste ne
peut pas contenir plus d’éléments qu'’il n’y a d’entités gétimues. La complexité
de l'algorithme4.4 est donc e@(P + 2|X]), c’est-a-dire erO(P + |X|).

L'ajout d'une entité géométrique est réalisé en temps emgtuisqu’il s’agit uni-
quement d’ajouter deux noeuds et de saturer leurs arcs.

L'algorithme4.2réaliseddr(c) utilisations de I'algorithmel.3 et de la comparaison
de chemins pour ajouter la contrairtell est toutefois facile, lors de la program-
mation dfective, de le transformer en une recherche des cheminsaaméb et en
une sélection deddr(c) meilleurs chemins. La complexité de I'algorithme est donc
enO(|X| + ddr(c) x P).

L'algorithme 4.1 réalise|X| ajouts d’'une entité géomeétrique |€f ajouts de con-
trainte. Sa complexité est donc éq/C|(|X| + dP)), avecd le nombre moyen de
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degrés de restriction d’'une contrainte. Nous avons déjaunal@ et |X| étaient
bornés par le nombre de degrés de libert&d@l§ qui est, a un facteur pres, égal a
IX|. La complexité dans le pire cas de I'algorithié est donad(|X|? + |X|P).

Rappelons toutefois que notre algorithme fait I'hypothésendn sur-constriction
générique dCSet qu'il s’agit d’'une hypothese forte. Dans notre implénagion,
nous nous assurons du respect de cette hypothése en titdisadthode du témofn
qui nécessite un calcul du rang de la matrice Jacobieni@Cfi La complexité de
ce calcul étanO(min(m, n)mn) — avecm le nombre de lignes et le nombre de
colonnes — c’est-a-dir@(m?n) et doncO(|C[?|X]|) soit, dans le pire des cad(|X|?),

il domine la complexité de I'algorithmé. L

9Cf. section2.2.2






CHAPITRE 5
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J'aime mes solutions depuis longtemps, mais ne sais pas
encore comment je peux y arriver

— Extrait deLe Cri d’Archiméde Arthur Koestler, roman-
cier hongrois

Au chapitre4, nous avons montré comment calculer R+lot valide maximal a
partir d'un GCS Nous avons déja évoquée fait qu'unR-flot peut étre interprété
géométriqguement sous la forme d’un repére. Dans ce chapitns explicitons plus
précisément les interprétations possibles dRifiot : la section5.1 détaille com-
ment passer d’'une paramétrisation sous formg-flet a une paramétrisation sous
forme de repere ; la sectidn2 explique comment, sous quelles conditions et avec
guelles limites on peut déduire un plan de construction ®tffot ; a partir de ces
éléments, la sectidh 3présente des heuristiques de détermination de la qualité d’
R-flot ; enfin, la sectiorb.4 détaille la problématique de I'interprétation numérique
d’un tel plan de construction.

\oir par exemple les figuret.7, 4.8, 4.11et4.12
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5.1 |Interprétation géomeétrique d'un  R-flot

Le R-flot indique, par les degrés de repére, combien de degrébeatés] doivent
étre fixés pour les éiérentes entités géométriques. En revanche, il n’indiqse pa
directement comment s’interpréte géométriquement caitrele degrés de liberté.

Lorsqu’un nceud de repere est sature, I'entité géométriguespondante doit étre
entierement fixée. Linterprétation est alors immédiags doordonnées de cette en-
tité géométriques doivent étre données comme parametresgl’une entité géo-
métrique a un degré de repére nul, la aussi, l'interprétast immediate : les degrés
de liberté de cette entité sont tous consommeés par des cwesae. cette entité
se construit a partir des contraintes sans qu’aucune deosedonnées n’ait a étre
explicitement donnée. Si tous les degrés de repére sontaalés signifie que le
systeme est bien contraimtodulol’identité.

Lorsqu’une entité a un degré de repere non nul mais qu’edlstigas saturée — elle
est restreinte — plusieurs interprétations sont possiBksexemple, dans le plan, si
le nceuch, correspondant a un poipta un degré de repere de 1, on peut proposer,
comme interprétation immédiate, de fournir 'abscigsele p ou son ordonnég,,.

Sin, est saturé de par un ang 5 np, avecc une contrainte de distance avec un
point p’, une interprétation du degré de repere peut étre que latidinede p a p’
doit étre fournie : on est erffet dans le cas ou le poiptest sur un cercle de centre
p’. Sic est une contrainte d’angle entre trois points, I'interatién du degré de
repere peut étre de fournir la distance emtit le point médian du triplet.

De nombreuses autres interprétations sont possiblesyrehdenbre va croissant
avec la taille de l'univers géométrique (dimension, cantes considérées, entités
géomeétriques considérées). Il est important, au momerat définition de I'univers
géométrique, de prendre en compte leédentes interprétations possibles de la
restriction d’une entité.

En outre, certaines interprétations sont préférables dtré'a Nous détaillons ces
points plus taré, mais il est possible d’ores et déja de réaliser que cedainer-
prétations peuvent mener a des échecs de construction g&praéAinsi, si 'on
interpréte la restriction d’un degré de repére d’un ppipar la donnée de son abs-
cisse et qug est contraint par une contrainte de distanck deec le poinfy’, alors
toutes les valeurs de, plagantp a une distance dp’ supérieure & menent a un
échec de la construction. A 'inverse, interpréter la iestn comme la donnée de
la direction de la droitedp’) ne peut en aucun cas échouer.

2\/oir section5.4, p. 126
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P3 ds A

d3 d2

&
1
a b

Figure 5.1 - Triangle invariant par similitude avec six contraintes
d’'incidence et deux contraintes d’angle droite-droite ; a : esquisse; b :
représentation de Chvz d’'un R-flot valide maximal.

De plus — la encore, nous détaillons ce point pluseirune interprétation d’un
R-flot valide peut étre urepéere sur-contraignant

Définition 50. Repere sur-contraignant :SoitS = (C, X, A) etS = (C', X', A)
deuxGCStels queS’ est bien contrainmmodulol’identité et que XUA' € XUA. &’
est un repére sur-contraignant desi S’ + B (S) est génériquement sur-contraint.

Dans notre cas, il s’agit d’'une paramétrisation qui intibdas informations redon-
dantes et mene donc a un systeme génériqguement sur-cofgtagous-contraint
dans le cas probabilistiquement nul ou il n'est pas surraomt). Par exemple,
considérons |&5CSde la figure5.1: il représente un systéme bien-contraimb-
dulo les similitudes avec trois points et trois droites, comtiapar Six contraintes
d’incidence et deux contraintes d’angle. La figbr#b donne, en utilisant la repré-
sentation de €vz, un R-flot valide maximal. Il indique qu'il faut fixer le poinp;
et restreindre les droitek etd,.

Une interprétation de cB-flot pourrait étre de fournir les coordonnéespieet les
directions del; et ded,. Toutefois, I'angle entrd,; etd, étant contraint a une valeur
donnée, fournir les deux directions sur-contrainBIeéS Une autre interprétation —
valide quant a elle — est de fournir les coordonnéeggda direction ded, et la
position, surd,, de l'intersection del, etd,.

Ce type de problemes ne peut pas étre dégtdori par une analyse du graphe

3\oir section6.1, p. 131
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de R-flux et requiert I'introduction de connaissances géorgags, par exemple a
travers un systeme a base de régles. Méme cette approch@asesans défaut si
les régles ne sont pasfigantes. Nous expliquons a la sect&B comment il est
possible d’étendre la méthode du témoin pour résoudre obégpnes.

5.2 Deéduction d’'un plan de construction par blocs

De maniére classique dans les travaux de résolution densgstge contraintes géo-
métriques a base de graph&sn92 LM96h], il est possible d’opérer une triangula-
risation par bloc du.sCSet d’en déduire un plan de construction par blocs, a partir
du calcul d'un graphe réduit dont les arcs ne sont pas vatégraphe réduit se
calcule a partir d’'un graphe orienté que I'on deduit@OS

Définition 51. Graphe orienté non valué d’'unR-flot : Un graphe orienté non

valué Hr) d'un GCSS se construit & partir du graphe de-flux r deS :

— les nceuds de () sont les nceuds de r, a I'exception de m, et des noeuds de
repére de degré 0;

— s’ily a un arc avec une valuation non nulle entre les nceyat n, dansr, ily a
un arc bi-directionnel entre net rp, dans Hr);

— s’il y a un arc avec une valuation nulle entre les nceudstm, dans r, avec X
une entité géométrique et c une contrainte, il y a un arc déele n vers np dans
H(r).

La direction des arcs dans le graphe orienté non valué a unens€gue de dépen-
dance pour la construction : s'il y a un arc du nceud d’emtjt&ers le nceud de
contrainten,, cela signifie que I'entité géometrigualevra étre construite avant de
pouvoir utiliser la contrainte pour construire la ou les entité(s) contraintes ar
dont le nceud est lié & par un arc a valuation non nulle dans le graph&ef&ix.
Notons que la direction des arcs de la représentationmde G@onne cette méme
sémantique.

A partir du graphe orienté non valtr) d’'un R-flot r, on peut construire ugraphe
réduitder en calculant les Composantes Fortement Conné&XEE€§ de H(r).

Définition 52. Graphe réduit d’'un R-flot : Un graphe réduit H(r) d'un GCSS

se construit a partir du graphe de-flux r deS:

— les nceuds de’t) sont lesCFCsde H(r);

— s’ily aunarc du nceudyrvers le nceudzdans Hr) et que n et n, appartiennent
a deuxCFCsdifférentes, alors il y a un arc du nceutlvers le nceudyde H(r),
avec 1i le noeud correspondant a GFC de n.
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Figure 5.2 - Graphe orienté non valué du R-flot de la figure 4.5f; les
pointillés indiquent les CFCs et le graphe réduit

Le graphe réduit est un Graphe Orienté AcycligDAG) : s’il y a un cycle dans le
graphe réduit, cela veut dire qu’il y a u@#-C plus grande qu’un nceud du graphe,
ce qui est incompatible avec la définition du graphe réduit.

La encore, les nceuds et les arcs ont une sémantique. Laatiréets arcs a tou-
jours la méme sémantique : celle de la dépendance pour l&rgotisn. LesCFCs

de H(r), qui deviennent des nceuds datirgr), ont quant a elles la sémantique de
la nécessité d’'une construction atomique. Hietel'existence d’'un cycle passant
par deux nceuds de(r) indique que les nceuds en question doivent étre utilisés
simultanément dans la construction : il n’est pas possibléé&erminer un ordre
de construction avec [B-flot. Autrement dit, si les solveurs considérés ne sont pas
capables de résoudre |€35-Cs cela signifie que le graphe réduit ne permet pas
le calcul d’'un plan de construction satisfaisant. Lorsqlusipurs entités géomé-
triques font partie de la méme composante connexe, on o¢latgrc un plan de
construction par blocs.

La figure5.2montre le graphéi(r) avecr le R-flot de la figure4.5f. Les pointillés
indiquent lesCFCset permettent donc de visualiser égalemidnfr). Ce graphe
réduit indique le plan de construction suivant :

1. fixer le pointp,
2. fixer la directionp, p, (appelons-lar,)

3. construirep, comme l'intersection d’'un cercle de cenfreet de la droite de
directionv, passant pap;

4. fixer la directionp, p; (appelons-las,)

5. construiregp, comme l'intersection d’'un cercle de cenfreet de la droite de
directionv, passant pap;

6. construireps comme l'intersection d’'un cercle de cenfrget d’'un cercle de
centrepy

7. fixer la directionpsps (appelons-lars)

8. construirepz comme l'intersection d’un cercle de cenpiget de la droite de
directionv; passant paps
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5.3 Qualité d'un R-flot

A partir des éléments fournis plus haut, nous pouvons étebitains critéres de
qualité d’'unR-flot, en fonction de ce que I'on peut en déduire. Nous expins
ainsi la notion de stratégie rapidement abordée dans lesthimes4.2 et 4.4,

5.3.1 Plan de construction

A un mémeGCSon peut associer plusieuf&flux. Il n’y a donc pas un unique
graphe réduit par systeme et donc plusieurs plans de cotistrisont calculables
pour un Méme&sCS

Or, certains des plans de construction peuvent étre pas, ldtst-a-dire nécessiter
la résolution atomique, par un solveur externe, d’un sgggeme a plusieurs entités
géomeétriques.

La figure5.3montre deux fois la méme esquisse d’un pentagone rigide, deex
reperes diérents & et b). Elle montre également, avec la représentation aezC
les graphes orientés non valués correspondargsd). On y voit que le repere de
la figure5.3a induit un plan de construction strict, puisque le grapherdé non
valué de la figuré.3c n’a aucuneCFC contenant plusieurs entités géometriques.
En revanche, le repére de la figusedb induit le graphe de la figur6.3d, dans
lequel un cycle créé unéFC contenantps, ps; et ps. Le plan de construction par
blocs indique qu’aprés avoir fixg, et la directionp,p,, on construitp, puis qu'il
faut, d’un coup, construirgs, ps et ps a partir des distancgs - ps et py-ps.

Un premier critére de qualité d’'uR-flot est donc la possibilité d’en déduire un
plan de construction strict. Il existe toutefois des sysemour lesquels il n’existe
aucunR-flot permettant la déduction d’'un plan de constructiorcstAinsi, si 'on
considere I'nexagonks; de la figurel.12, on peut lui associer quatfeflots dif-
férent$, représentés a la figuBed, menant tous a I'existence d’un plan de construc-
tion par blocs. Il est possible de les ordonner par la tadlsalis-systeme a résoudre
atomiquement, mais il reste toujours un tel sous-systemenacins quatre entités
géomeétriques.

4Cf.pp.99et101

S5Cf.p.30

611 y a bien évidemment plus de quatReflots possibles, mais de par le fait que les triplets de
points non connectés (dans le graphe de contrainte) onptesicaractéristiques, les autRefiots
sont tous identiques a I'un des quaRsdlots de la figures.4, a un renommage prés
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Figure 5.3 - Deux R-flots pour un méme GCS, I'un menant a un plan de
construction strict (c) et I'autre a un plan de construction par blocs (d).
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Figure 5.4 - Représentation de Cxyz des quatre R-flots possibles pour le
GCS de la figure 1.12 : les autres R-flots possibles sont isomorphes a I'un
de ces quatre R-flots (cf. note 6); les pointillés indiquent les CFCs
contenant plusieurs entités géométriques.



Qualité d’'unr-flot 123

.\Y\ 7. .\Y\ 7

x/ y Y Y
> o< ®
P4 Ps P4 Ps
a b
Figure 5.5 - Représentations de Cxyz des R-flots de la figure 4.7 (a) et de
la figure 4.8 (b)

5.3.2 Validité des parametres

Les figures4.7 et4.8" donnent deux repéresftirents d’'un mém&CS Nous don-
nons, a la figur®.5, une représentation dei€z desR-flots correspondarits

Dans un cas, le repére est constitué d’un point et de trastilins, dans I'autre de
deux points et d’une direction. Bien que les deux reperesisg@ométriquement
valides, les chances d’échouer a construire une solutiorérique a partir des va-
luations des paramétres sont plus grandes avec le repesefidere5.5b : si les
paramétres fournis font que les points fix@s €t ps) sont trop éloignés fiu si la
directionp, p, fait que les pointg, et ps sont trop éloignés, alors la construction du
point ps estimpossible et, donc, celle ggégalement. Si cette construction échoue,
I'ensemble des cing parametres,( Yp,, Vp.p,» Xps» Yps) dOit €tre remis en question.
Avec leR-flot de la figureb.5a, les pointsp;, p, et ps peuvent étre construits pour
n'importe quelle valuation des paramétres du repére ethmoéest uniquement pos-
sible & la construction dps si les pointsp, et p, sont trop éloignés, ce qui signifie
gue seuls deux parametres (la directmp, et p; ps) sont a remettre en question.

En étudiant des exemples, nous avons mis au point plusieurshiques pour éviter
lesR-flots menant a des risques de valuations invalides des pai@sn

1. pénaliser leR-flots avec plusieurs nceuds de repére saturés et, au centrair
favoriser lesR-flots ou les degrés de repére peuvent étre interprétés eans |
contexte des contraintes terminant de saturer I'entiténgéoque ;

2. favoriser lexR-flots qui induisent un plan de construction ou les élémeats d
repere sont utilisés « tét » dans la construction;;

3. favoriser lesk-flots menant a des constructions n’échouant que dans les cas
dégénéréese(g.la construction d’'une droite passant par deux points n’@éeho

’Cf.p.104
8La figure5.5a est en fait une copie de la figude2
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gue si les deux points sont confondus) par rapport a ceuxmeardes cons-
tructions susceptibles d’échouer de par les valeurs desngdres €.9.1'in-
tersection d’un cercle et d’une droite qui n’est pas conteaa passer par un
point a I'intérieur du cercle).

La logique des deux premieres heuristiques est de pernaeitreonstructions géo-
métriques d’adapter la solution aux parametres fournisyddisateur. La premiere
a I'avantage d’éviter les repéres ou plusieurs points sgés fice qui implique vir-
tuellement I'ajout de contraintes de distance entre cast@di faut y préférer des
reperes ou des directions sont fixées, c’est-a-dire vienent ajouter des angles.
Dans la mesure ou les contraintes d’angle sont invariaotes l&ction des simili-
tudes, elles réduisent moins les libertés du systeme quendésintes de distance,
dont le plus grand groupe d’invariance est les déplacements

Concernant I'heuristiqu@, nous définissons la précocité d’utilisation d’'un élément
de repére comme suit :

Définition 53. Degré de précocité d’'un élément de repere dans graphe ré-
duit : Soient r unR-flot et D leDAG du graphe réduit de Hr). Le degré de préco-
cité d'un nceud de reperg lié au nceud pest la longueur du plus long chemin dans
D reliant un noeud de repéereg a ny, ry et r, n’étant pas nécessairement distincts.

Le degré de précocité d’'un nceud correspond a son rang dansoleaiogique du
graphe dont les sommets sont ceuxRAG du graphe réduit dél’(r) et dont les
arcs sont les symétriques des arcs dD&G. Nous calculons ce degré de précocité
au moyen de I'algorithm&.1 qui propage le degré de précocité a partir des nceuds
de repére. Dans cet algorithme, on considére que chaque diodDAG dispose

de deux étiquettes entierep,: son degré de précocité etqui compte le nombre

de parents du nceud qui ont obtenu leur degré de précocitétifié®m note p[x])
(resp.V[X]) I'étiquette p (resp.v) du nceudk. Rappelons que de par la présence dans
le graphe réduit d'un nceud unique pour représenteQi@du graphe orienté non
valué, un nceud peut avoir plusieurs nceuds de repere parents.

Cet algorithme parcourt chaque nceud du graphe réduit uneldois la premiere
boucle (ligne2), une seconde fois dans la seconde boucle (I§)nka boucle im-
briquée (ligne8) parcourt chaque arc du graphe réduit une et une seule fais. L
complexité de l'algorithme est donc éX|V| + |E|) avecV I'ensemble des nceuds
du graphe réduit € I'ensemble des arcs. Sachant due< ddI(S) et|E| < ddr(S)

et puisque dans le cas non sur-contraiial(S) < ddI(S), cet algorithme est dans
le pire des cas e@(ddl(S)).
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Entrées:

D : plan de constructiol}AG)// strict ou par blocs
Résultat:

D avec les nceuds étiquetés par leur précocité

P « pile vide
2 pour chaquenceud n de Daire
v[n] < 0
p[n] < O
| sinestun nceud de repéators push@, n)
6 tant que P n’est pas viddaire
n < pop(P)
8 pour chaquenceud x fils de n dans faire
V[X] « V[X] +1
p[X] — max(P[x], p[n] + 1)
siV[X] est égal au nombre de parents dalars push@, x)

p:)ur chaquenceud de reperefaire
| p[r] « p[n] — 1 avecn le nceud fils de

Algorithme 5.1: Calcul du degré de précocité des nceuds de repere dans un
plan de construction

5.3.3 Stratégies de calcul de R-flots

Avec les éléments de qualité d’'#iflot évoqués e®.3.1et5.3.2 on peut élaborer
des stratégies de calcul deflots. Dans les algorithmes.2 et 4.4, ces stratégies
sont utilisées pour le choix du chemin améliorant et, doansde choix de la para-
métrisation.

De par notre incapacité a donner plus d’'importance a I'ureehdairistiques de la
section5.3.2qu’a une autre et donc a établir une mesure de qualité globaies
avons opté pour une comparaison multi-critére utilisamfrients de Rreto?, c’est-
a-dire un ordre partiel dans lequel ®Aflot est meilleur qu’un autre s'il obtient un
meilleur score sur I'ensemble des heuristiques considée&g n’est pas possible
d’ordonner deuxR-flots, ils sont considérés comme de méme qualité.

Il N’y a qu’un critere de qualité qui, d’aprés nous, est ptare sur les autres :
lorsqu’unR-flot induit un plan de construction par blocs, il est conggdgomme de
moins bonne qualité qu’uR-flot menant & un plan de construction strict.

9Ainsi nommés en I'honneur de Vakkto, qui en introduisit la notion dans le contexte de la
théorie économiqueFar0yg.
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Notons que notre notion de stratégie de choix est loin di@éale, car elle peut me-
ner a desnaximalocaux : en €et, nous considérons a chaque ajout de contrainte le
meilleur chemin possible a partir &R+flot calculé au précédent ajout de contrainte.
Il est possible que certains excellemslots ne soient accessibles qu’en passant,
dans les étapes intermédiaires, par ®etots de mauvaise qualité. Un calcul ex-
haustif de tous le®-flots serait trop colteux.

Il est important de garder en téte que notre notion de sieatg basée sur des
heuristiques et gu'il est possible de trouver des exemplesles ne menent pas a
un R-flot satisfaisant. Heureusement, dans la grande majai&d, les valeurs
des parametres prises sur I'esquisse menent a des coistsuglides, méme avec
desR-flots considérés comme déconseillés par nos heuristiaess les cas ou les
valeurs prises sur I'esquisse ne sont pas bonnes non ptusyéthodes numériques
permettent de calculer de nouvelles valeurs a partir desikgbe I'esquisse.

En outre, il faut également garder a I'esprit que la quakt@antique dR-flot, en
tant que retour visuel pour l'utilisateur sur les libertéssysteme, est importante.
Cette qualité est quant a elldfitiile & mesurer sans ajouter d’'information sur la sé-
mantique des sous-systémes, par exemple au moyeatred HJA98 OSMAOQ],
SOZA0Q. Des paramétrisations considérées comme de bonne gpatitéos heu-
ristiques sont en réalité inadaptées par rapport aux bedeitiutilisateur. Ainsi, le
R-flot représenté a la figuse 11d** est un excellerR-flot d’apres nos heuristiques,
mais son utilité en tant que retour utilisateur est faibles figurest.11e ou 4.11i
donnent deR-flots de moindre qualité d’aprés nos heuristiques, mais ptiles
pour l'utilisateur : le premier indique que I'hexagone dgsigs a toujours 6 degrés
de liberté, la seconde indique que la position de I'hexagupgrieur est entiére-
ment déterminée par la position de I'hexagone inférieuaetgs longueurs des six
cylindres hydrauliques.

5.4 Interprétation numérique

Resituons tout d’abord l'interprétation numérique d&xflot dans notre processus
général de résolutidh Lalgorithme 4.1 fournit un R-flot duquel nous déduisons
une paramétrisation d@3CS(étapel). Le GCSet sa paramétrisation sont fournis a
un algorithme qui en déduit un plan de construction, stricpar blocs (étapg).
Dans cette section, nous discutons I'ét8pdinterprétation numeérique du plan de
construction.

10 que nous avons essayés ...
1, p. 107
12Cf.p. 88
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unknowns

P1, P2, P3, Pa, Ps, Pe
parameters

Ki, ka, ks, Ki, ks, ks, k7
constraints

dist_pp(p1, Pz, ki)
dist_pp(p1, P2, k2)
dist_pp(ps, Ps, Ks)
dist_pp(ps, Ps, Ka)
dist_pp(pz, Ps, ks)
dist_pp(ps, Pe Ke)
dist_pp(ps, P7. K7)
on_pl(p,, line(p;, P3))

Figure 5.6 - Pentagone articulé fait de deux chaines fermées
entre-mélées avec six points, sept distances et une incidence
point-droite : esquisse (a gauche) et énoncé (a droite). Le repere indiqué
sur I'esquisse est une interprétation géométrique du R-flot de la figure 5.7.

5.4.1 Interprétation numérique du plan de construction

Considérons I'exempl&.6 : il s’agit d'un pentagone articulép({pspspsps) avec
un point supplémentairepf) sur un des segment®,(ps), avec une barre rigide
entre ce point supplémentaire et le point oppgsg Cette barre crée deux chaines
fermées p1p.psps €t P2pspaps). La figure5.7 donne une représentation dex@
d’un R-flot valide maximal pour c&CS dont une interprétation géométrique est le
repére représenté sur la figuses. A partir de ceR-flot, on peut établir le plan de
construction fourni a la table.1

P1 ps3

Figure 5.7 -Un R-flot valide maximal pour le GCS de la figure 5.6
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Tableau 5.1 -Plan de construction déduit du R-flot de la figure 5.7

1. fixerp;

2. fixer la directionp, ps

3. cerclec; =mk-circle(py, ki)
4. droited; = mk-line(p;, Pip3)
5. ps = inter-cl(c;, dp)

6. droited = inc-pp(p1, P3)

7. cerclec, =mk-circle(p;, ko)
8. p, = inter-cl(c,, d)

9. fixer la directionp,ps
10. droited, = mk-1ine(p,, P2ps)
11. cerclecz =mk-circle(py, ks)

=
N

. Ps = inter-cl(cs, dz)

=
w

. cerclecy, =mk-circle(ps, ki)

H
N

. cerclecs =mk-circle(ps, Kkig)

=
a1

. P4 = inter-cc(Cy, Cs)

=
(o))

. cerclecg =mk-circle(p;, k7)

|
\]

. cerclec; = mk-circle(ps, Kg)

=
[e6)

. Ps = inter-cc(Cs, C7)
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Quatre parametres doivent étre fournis : les deux coordendé pointp; pour
I'étapel, la directionp,ps pour I'étape2 et la directionp,ps a I'étape9. En pre-
nant comme valeurs pour ces paramétres celles de I'esgaisada directiorp; ps
horizontale et a peu prés orthogonale a la directigos.

Certaines étapes du plan de construction ont plusieursi@mdutAinsi, I'étape8
consiste en l'intersection d’'un cercle avec une droite guatspar le centre de ce
cercle, ce qui signifie qu’il y a deux solutions. De fagon &iing, I'étapel5 consiste
en l'intersection de deux cercles : il peut y avoir deux, un@ocune solutions.

Interpréter numériquement le plan de construction re-dent a traverser UDAG,
avec un niveau par étape, une unique racine a |'étagteun fils par possibilité de
construction pour chaque nceud. La question de la recheighecldemin dans ce
DAG menant a des solutions proches visuellement de I'esquigsé é@udiée par
Bertic et Sian [BS03, Esserr et al. [EV01, EVSD00a EVSD0O0Oh EVSMDO03,
SitHarAM et al.[SAZKO6] et van der Mipen et Bronsvoort [VAMBO5, vdMBO06).

5.4.2 Echecs d’'une construction

Selon la paramétrisation et son interprétation géomédrigertaines étapes de I'in-
terprétation numérique du plan de construction peuverdugh

Ainsi, considérons les étapé$ et 18 du plan de construction de la tallel Les
deux constructions dépendent directement des directionaéds en parametre,
puisque I'anglez(p1ps, P2p2) change les positions relatives des deux centres des
cercles a intersecter. Ainsi, selon les valeurs associ®esantraintes de distance
(k; a k; et en particulier les parametrés a k7), certaines valeurs de cet angle
peuvent mener a un échec de la constructomsi ks + k7 < ks et que les directions
p1ps et p2ps sont orthogonales.

Dans un tel cas, la partie du solveur chargée de l'interpioétdu plan de construc-
tion peut fournir une mesure d’erreur. Pour I'exemple n@még ci-dessus, en cas
d’erreur a I'étapel8 parce que les cercleg (de centrep; et de rayork;) etc; (de
centreps et de rayorkg) ne s’intersectent pas, la mesure d’erreur est la pluseourt
distance entreg etc; (i.e.|pipsl — (k7 + kg)).

En traversant IBAG de construction a partir de I'étape qui échoue jusqu’a leneac
le solveur construit la liste des parametres de repere. , r, qui affectent la mesure
d’erreur. Il est alors possible de considérer une fonctiemeurd(ry,...,r,) et de
chercher des valeurs telles qdg,...,r,) < 0. Pour cela, une application de la
méthode de MwTton-RapHson est possible.
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Avec les nouvelles valeurs, nous réinterprétons le plarodstouction. Si un nouvel
échec apparait, nous recommencons le processus de tresyErameétres a modi-
fier et de calculer de nouvelles valeurs pour modifier la vadérreur. 1l faut alors
vérifier, au fur et a mesure des itérations dewbn-RapHson, que les fonctions
d’erreur considérées dans les étapes précédentes nenmepreas une valeur posi-
tive. Dans notre exemple, cela peut arriver par exemetsdis < ks etks+ky < Ks :
corriger la directiornp, ps pour éviter un échec a I'étafd® peut mener a un échec a
I'étapel8 et inversement.

L'approche de rattrapage numeérique a partir des valeur&deguisse demande a
étre approfondie pour éviter ce type d’erreurs. Une apmpdins globale afin d’évi-
ter desminimalocaux® serait également a envisager.

3par exemple en s’inspirant des travaux dexdArinyo et al. [JALSR02 JALSRO03 LBYJA04,
LSRGJAOF sur les algorithmes génétiques
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Ce qui fait d’'un probléme un probleme, c’est de contenir
une contradiction

—Joseé Ortega y Gasset, philosophe et homme politique es-
pagnol

L'algorithme de paramétrisation combinatoire incrémedégrit au chapitrel part

de I'hypothése forte que ICSa résoudre n’est pas génériguement sur-contraint.
Ce chapitre rappelle brievement quels sont I&&dkénts cas ou une sur-constriction
peut apparaitre dans nos algorithmes (sec@id) et montre que les approches
connues dans la littérature ne sont pas directement applieg a ces problemes
(section6.2). Enfin, nous proposons des extensions de la méthode durtésem-
tion 6.3) pour résoudre ces problémes.

6.1 Eléments de problématique

Trois probléemes importants de sur-constriction se posest aotre démarche :
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1. I'ajout d’une contrainte peut mener a la sur-constrictie tout ou partie du
GCS

2. une mauvaise interprétation ftflot peut mener a sur-contraindre le systeme
en fixant deux éléments dépendants,

3. certaines valuations des parametres de repéere peuveathker I'existence
de solutions.

Les deux premiers sont des problémes de sur-constrictioériggie et nous propo-
sons des solutions plus loin. Concernant le troisieme, qus menons d’évoquer
en sectiorb.4.2 nous I'abordons a nouveau parmi les perspectives de n@sika

6.1.1 Contraintes redondantes

Au chapitre4 et tout particulierement a la secti@gn3.3 nous avons montré que
I'algorithme incrémental de paramétrisatioest sensible a la sur-constriction gé-
nérique : il ne permet pas de détecter I'ajout d’'une conteaiedondante avec les
contraintes déja connues.

Ce probleme se pose avec des systemes éléementaires. Pategxarfigure6.l1a
montre unGCS composé de deux points et de deux contraintes. Les figuibs
et6.1c montrent comment se comporte notre algorithme de parasattm a I'ajout
de la seconde contrainte. Une autre possibilité de modditatu R-flot serait de
retourner la premiére contrainte de distance et d’obtererparamétrisation ou les
deux points sont restreints mais aucun n’est fixe.

6.1.2 Repére sur-contraignant

Les théoremed 1 et 12 nous assurent qu’a toR-flot valide maximal d’'un sys-
téme non génériguement sur-contraint on peut associembeiétation géomeé-
trique valide. Rappelons toutefois, comme nous l'avonsguélia la sectiorb.1,

sur I'exemple de la figur®.1, que toutes les interprétations géomeétriques Ren
flot valide maximal ne sont pas valides. Dans cet exemple®-flot pour un sys-
teme bien-contraintnoduloles similitudes consiste notamment & restreindre d’'un
degré de liberté chacune des deux droites. Linterprétatemsistant a fixer la di-
rection de ces deux droites sur-contraint génériguemeB]8 puisque dans un
systeme bien-contraimhoduloles similitudes, tous les angles entre deux droites
sont connus.

1Cf.p. 191
2Cf. algorithmest.1et4.4pp. 97 et 101
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Figure 6.1 - Systeme génériquement sur-contraint a deux points et deux

distances : esquisse (a) ; R-flot avant ajout de la seconde contrainte (b);

R-flot aprés ajout de la seconde contrainte (c — les pointillés indiquent les
modifications).

Un autre exemple est celui de la figused, qui donne urR-flot maximal valide
pour unGCSreprésentant un triangle rigide dans le plan/R=iot indique qu’il faut
restreindre chacun des trois points d’un degré de libemré.ibterprétation possible
serait de fournir comme parametre les abscisses des trimits pdoutefois, dans
la mesure ou l&CSest rigide, fournir I'abscisse de deux points rend le system
bien-contraintnoduloles translations selon I'ax@y. L'information de la troisieme
abscisse est donc redondante.

6.2 Problématique nouvelle

La littérature regorge de méthodes visant a détecter laanstriction générique
d’un GCS et un grand nombre d’entre elles concernent des méthodespleeget
de flux. Dans cette section, nous expliquons pourquoi cémigaes de détection
de la sur-constriction générique ne fonctionnent pas damgaphe deR-flux.

Les méthodes de la littérature travaillant sur des grapbestsasées sur I'hypo-
these de rigidité dGCS Dans la mesure ou BCSdoit étre rigide, ces méthodes
peuvent comptabiliser les degrés de liberté du systéeme @eslesous-systemes
pour rechercher I'existence d’'un sous-systeme ne sa#sfapas la caractérisation
de Laman®. Elles peuvent également chercher a poser des repéresgaléglace-
ments en fixant une barre rigide en 2D ou deux barres avec mh g@nmun en

3Cf. section2.2.4p. 55
4Cf.p.32
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: Y,

a b

Figure 6.2 - Triangle rigide en 2D : esquisse (a — copie de la figure 1.11) et
un R-flot valide maximal sous représentation de Chyz (b)

3D.

Avec la suppression de cette hypothése, nous perdons libititsssle facilement
détecter la sur-constriction générique. Les méthodesaaeviann et al. [HSY04],
Noorr et al. [NDB98], Jermann et al. [JNTO02 JNTOJ sont inopérantes dans cette
situation. En outre, contrairement a ce que I'on pourraiisge a premiere vue, une
généralisation de I'approche debrickson [Hen973 ne fonctionne pas non plus.
Nous détaillons ici les raisons de cet échec.

Le principe de la méthode deekbrickson est de simuler la donnée d’un repere
pour les déplacements en fixant un point et en restreignantdggreé de liberté un
second point, lié au premier par une contrainte de distdswe fois ce repére pose,
on calcule un flux maximal. Par définition d’un repére pourdéplacements, si le
systéme est rigide on doit pouvoir trouver un flux maximaldabpour n'importe
quel repére. La méthode deekbrickson consiste a considérer que si le systeme
est sur-contraint, il existe au moins un repére tel qu’on oera pas trouver un
flux maximal valide. La figur®.3illustre cette approche avec un exemple de repére
gui méne a I'impossibilité de trouver un flux valide : I'argteintillée ne peut étre
orientée sans sur-saturer un nceud du graphe.

Nous montrons que la généralisation de I'approche gevkickson aux graphes
de R-flux se heurte a la fois a des faux positifs (systemes corésdgomme bien
contraints alors qu’ils sont sur-contraints) et a des fagpatifs (systemes considé-
rés comme sur-contraints alors qu’ils sont bien contraints

Une extension visant a garder I'idée de poser tous les reprrer les déplace-
ments pourrait classer comme sur-contraint un systemeaamigoar translation, par
exemple. En fet, la pose d’'un repére pour les déplacements sur une bameco



Problématique nouvelle 135

® °
A A
>9<—
Y Y
O - 0

Figure 6.3 - Détection de la sur-constriction générique par la méthode de
HeNbricksoN : I'aréte en pointillés ne peut étre orientée sans sur-saturer un
nceud du graphe.

tée a un point déja restreint par l'utilisateur menera a wwecsnstriction de ce
segment.

La généralisation en 3D de cette méthode conduit a des fasikifpppuisque la
méthode permet la détection de sous-graphesa@uds et plus den2- 3 arétes. En
3D, elle consisterait a chercher des sous-graphaesuds et plus den3-6 arétes et
est donc piégée par les autres cas de sur-constriction, edawdouble-banafe.

Une généralisation de la méthode pourrait alors consistergas se limiter a des
reperes pour les déplacements posés sur deux points césmpactune contrainte,
mais a tester tous les reperes possibles. Tout d’abordeseicifaisable dans la pra-
tique : il s’agit en &et de tester toutes les possibilités de fiddl(S) — ddr(S g de-
grés de repére parmi lesli(S) degrés de liberté, c'est-a-dire qu'il § @45, 57 ")
combinaisons. Dans un exemple aussi petit que la « doullarea», cela repré-
sente déjé?ﬁ possibilités, soit un peu plus de@x 10?° paramétrisations a tester,
ce qui rend le test sur ce systéme infaisable.

En outre, avec la disparition de I'hypothése de rigiditétecextension de la meé-
thode de Hnprickson aux graphes d&-flux ne fonctionne pas en 2D. Effet, en
I'absence de cette hypothese, le nombre de degrés de refiree @est plus né-
cessairement 3, il est quelconque. La figbi#montre ainsi un systeme 2D généri-
guement sur-contraint pour lequel toutes les paraméotsapermettent de trouver
un R-flot valide maximal. Il s’agit Ia d’'un cas de faux positif.

A l'inverse, il y a un risque de classer comme sur-contramGCS qui n’est pas
génériqguement sur-contraint (cas de faux négatif) si I'tate trop de degrés de

SCf.figure1.14p. 34
5Modulola possibilité d’identifier certaines symétries
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Figure 6.4 - Représentation de CHyz des trois paramétrisations possibles
du GCS génériquement sur-contraint de la figure 6.1a : elles sont toutes
valides.

& £y "4
a b
Figure 6.5 - Systeme 2D non sur-contraint avec des paramétrisations
invalides; a : esquisse; b : représentation de CHyz d’'une paramétrisation
invalide : les deux points de gauche sont saturés alors que la contrainte
les liant n’est pas prise en compte.

repere dans un méme sous-systeme. C’est le cas, par exenapligae6.5.

Une approche visant a corriger ce probleme serait de camsidée construction
incrémentale de la paramétrisation : aprés chaque ajontdigré de repére sur un
noeud, si ce nceud est devenu saturé, on oriente tous sesREIE00e orientés. On
interdit alors d’ajouter un degré de repére sur un nceud déjass Cela permettrait
notamment de faire baisser le nombre de combinaisons aezssayfigure6.6
montre toutefois que cette évolution de 'algorithme njess sifisante : les étapes
b et c montrent I'ajout de degrés de repeére et l'orientation des au fur et a
mesure que des nceuds sont saturés. A la fin de I'é@dps deux noceuds médians
sont restreints mais non saturés, mais si on en sature unnpdegré de repére
supplémentaire, on arrive a ®iflot non valide. La figuré.6d montre I'une de ces
deux paramétrisations invalides.

La encore, on pourrait étre tenté de penser que le passagefigeire6.6c a la
figure6.6d pourrait étre empéché en calculant un flux maximal & chacue djun
degré de repére. Erfet, on détecterait ainsi, comme on le voit a la figbré qu’a
part la barre rigide de droite, tout le systeme est déteretiggr’il est donc interdit
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.

C d

Figure 6.6 - Construction incrémentale d’'une paramétrisation non valide
d’'un systéme 2D non sur-contraint; a : graphe de contrainte (chaque trait
représente une contrainte de distance; b : fixation de 2 degrés de repére;;
c : fixation d’'un degré de repére supplémentaire; d : la fixation d’'un degré

de repére supplémentaire meéne a la sur-constriction du point inférieur
gauche.
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Figure 6.7 -Interdiction d'une Figure 6.8 - Contre-exemple

paramétrisation de la démarche illustrée a la
sur-contraignante par calcul figure 6.7

incrémental d’un flux maximal

d’ajouter un degré de repere comme cela est fait a la figue La figure 6.8
montre toutefois qu’une telle approche ne permet pas detééta sur-constriction
générique d’exemples simples qutbrickson sait détecter : une fois deux degrés
de repére fixés, il est possible de calculer un flux menantigeajae la partie droite,
en realité sur-contrainte, est déterminée.

Dans ce dernier exemple, la partie sur-contrainte estdenit uneCFC. Malheu-
reusement, ce n'est pas non plus un critere de détectionaiesssystemes sur-
contraints : des exemples comme I'hexagéag de la figurel.12" existent, qui
sont faits d’'uneCFC quelle que soit la paramétrisation et qui, pourtant, ne gast
génériquement sur-contraints.

6.3 Extensions de la méthode du témoin

La section précédente ne prouve pas qu’il est impossibledtectdr les systemes
génériqguement sur-contraints combinatoirement dansaphgrdeR-flux, mais elle
montre qu’une adaptation des approches classiques n'estiiale. En outre, les
techniques de la littérature ne concernent absolumenepgsdblemes d’interpré-
tation géométrique sur-contraignante évoqués a la segtioh

Nous proposons ici deux extensions de la méthode du témainpermettent de
résoudre les problemes des sectibrislet6.1.2 Dans notre implémentation, nous
faisons appel a cette extension lors du calcul dRiflot et pour vérifier qu'une

7Cf. p. 30
8Cf. section2.2.2p. 52
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interprétation géométrique donnée n’est pas sur-comaait.

6.3.1 Détection incrémentale de contraintes redondantes

Comme nous l'avons vu au chapit® l'interrogation du témoin permet de détec-
ter des redondances dans un ensemble de contraintes enraatripanombre de
degrés de restriction et le rang de la matrice Jacobienneotrgplexité algorith-
mique de cette interrogation est celle du calcul du rangealimatrice, c’est-a-dire
O(min(m, n)mn), avecm le nombre de lignes de la matrice (nombre total de de-
grés de restriction dGCS etn le nombre de colonnes de la matrice (nombre total
de degrés de liberté dBCS. Comme le nombre de degrés de restriction ne peut
étre supérieur au nombre de degrés de liberté, la compléxité notre cas est en
o(nen).

Sous I'hypothese que I'on dispose d’'un témoin, il est donssjiide de détecter
I'ajout d’une contrainte redondante en interrogeant lediéna chaque nouvelle
contrainte ajoutée : si le rang n'a pas changé, la nouveligraiote est redon-
dante et, par définition, il y a sur-constriction généridLeecomplexité d’une telle
démarche serait toutefois eleve®(X (min(, n)in)). Sachant quen < n, on a
min(,n) = i,Vi € [0, m] et donc=M (min(i, n)in) = =M (i?n) = Emmln, ) 5
complexité est donc e@(men). Il est toutefois possible d’identifier incrémentale-
ment 'ensemble des contraintes redondantes sans augdioeita colt par rapport
a une unigue interrogation du témain.

En dfet, considérons uCS S non génériquement sur-contrainttf&tuer une
élimination de Guss-Jorpan'® sur la matrice Jacobienne évaluée en le témoin méne
a une forme échelonnée réduite c’est-a-dire a une mattieg| P) avec

— | une matrice diagonal®a x m;

— P une matricenx f, avecf = n— mle nombre de degrés de libertée GCS
Considérons maintenant @CSS’ avecS c &'. Afin de savoir siS’ est générique-
ment sur-contraint, il dtit d’ajouter incrémentalement$iles entités géométriques

et les contraintés de S’ — S et d’effectuer une élimination deABss-Jorpan & NOU-
veau.

Dans la mesure ou la matrit@vant ajout est diagonale, le nombre maximal d’opé-
rations est Z min(m, n) x f : pour chaque ligne dg chaque élément non nul e

9Cf. section2.2.2p. 52

100u toute autre méthode permettant de calculer une base diatrieee comme, par exemple, le
procédé de @m-Scamipt, qui a la méme complexité que I'élimination daw@s-JorpAN.

1En s’assurant qu’une contrainte ne peut étre ajoutée ques srtités géométriques qu’elle
concerne sont toutes dansd3€S



140 6. Gestion de la sur-constriction

doit étre multiplié et ajouté a la nouvelle ligne. Le nombk&elrd’opérations est en
fait bien plus petit, dans la mesure ou le nombre d’élémaeauitsde la nouvelle ligne
est élevé, une contrainte ne concernant en général qu’isle fartie des entités
géomeétriques.

En procédant incrémentalement, le nombre d’opérations@sangé : seul I'ordre
des opérations est modifié. Efiiet, la méthode classique de I'élimination deuss-
JorRDAN cONsiste en des opérations colonne par colonne pour naigées éléments
de la colonne a 0 sauf I'élément situé sur la diagonale :

pour chaquecolonne c de 0 a faire
lignec « (lignec)/J.c
pour chaqueligne | de 0 a m sauf €aire
| lignel « lignel — (lignec) x J ¢

Algorithme 6.1: Calcul classique d’'une forme échelonnée réduite par élimi-
nation de Guss-JorRDAN

Le calcul incrémental d’une forme échelonnée réduite sb@simplement a faire
ce calcul ligne par ligne :

pour chaqueligne | de 0 a nfaire
pour chaqueligne c de 0 a |- 1 faire
| lignel < lignel — (lignel) x J¢c
lignel « (lignel)/J,

Algorithme 6.2: Calcul incremental d’'une forme échelonnée réduite par eli-
mination de Guss-JoRDAN

La complexité de I'algorithme incrémental de calcul d’'uoenie échelonnée ré-
duite est donc également @¢n¥Yn). Cette version de I'élimination deABss-JorpaN

a toutefois un énorme avantage : a chaque étape, quand unaimienest ajoutée,
elle nous permet de comparer le nouveau rang de la Jacokaerareien rang et

ainsi de déterminer si la contrainte est redondante avemlasaintes déja dispo-
nibles. Autrement dit, sans augmenter le nombre d’opératioous obtenons la
forme échelonnée réduite de la matrice et un sous-systéexienadanon générique-

ment sur-contraint.

Exemple 20. Détection de la redondance dans un systeme 2D

Considérons I'exemple de la figuée9. Elle représente un systeme
2D a 4 points et 6 contraintes de distance@@Scorrespondant est
génériquement sur-contraint : la contrainte en pointiédésredon-
dante avec les 5 autres. La matrice Jacobienne G&&est donnée
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Figure 6.9 - Le « cerf-volant » : systeme 2D génériquement sur-contraint
avec 4 points et 6 distances. Sans la contrainte pointillée, le GCS est
rigide.

Tableau 6.1 -La matrice Jacobienne du GCS de la figure 6.9.

X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Y4
l1:dist_pp(p1, P2) || X1-X2 | Y1-Y2 | Xo-X1 | Yo-V1 0 0 0 0
l2:dist_pp(p1, P3) || X1-X3 | Y1-Y3 0 0 | X-X1 | Y311 0 0
I3 : dist_pp(p2, pa) 0 0 | XX |Y2ya| O 0 | X4-X2 | Ya-y2
l4: dist_pp(ps, Pa) 0 0 0 0 | X3-X4 | Y3-Ya | Xa-X3 | Ya-Y3
Is : dist_pp(p2, P3) 0 0 | Xo-X3 | Y2ry3 | X3-X2 | y3-y2 | O 0
lg: dist_pp(P1,Pa) | X1-%4 | Y1-¥a | O 0 0 0 | Xa-X1 | Yay1

alatable6.1

Considérons le témoin suivant (représenté graphiquemeatfia |
gure6.10 :

- P1= (27 7) ;

- p2=(56);

- ps=(L1);

— pa=(6,3).

La Jacobienne en ce témoin est donnée a la taBlaprés une appli-
cation partielle de I'élimination de £&ss-JorpaAN : cette table montre

la matrice obtenue en utilisant la version incrémentaléalienina-

tion de Giuss-JorpaN, apres ajout de la sixieme contrainte mais avant
utilisation du pivot de Guss.

Il est aisé de voir que cette nouvelle contrainte sur-carttggnéri-
guement leGCS: elle peut étre obtenue en soustrayant la premiere
ligne a la seconde.

De par la taille de la matrice associ&enous ne donnons pas ici de détails sur
I'exemple de I'application de cette méthode de détectiotadmir-constriction gé-

2\ingt-quatre colonnes et dix-huit lignes
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Ps3

P
P2

P4

Figure 6.10 -Un témoin du GCS de la figure 6.9 avec p1 = (2,7),
P2 = (5,6), ps = (L 1) et ps = (6,3).

Tableau 6.2 -Matrice Jacobienne de la table 6.1 évaluée en le témoin de
la figure 6.10. Lélimination de Gauss-Jorban a été effectuée sur les cing
premieres lignes. La sixieme ligne est redondante (lg = I, —17)

X1 | Yi| X | Yo | X3 | Y3 | Xa | Va
bl 1]/o0[0o|O0[O|-2][-1] 2
I, 0]1/0/0]0 ‘§ 0 | -2
I/ 0/0|1/0]|0 |1 2
ILlojojol1]0|-%|0O ‘%
Il ojoj0|0|1] 2 | -1|-¢f
l||-1]1/0/0]0]|0|1]-1
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nérique sur le6GCSde la « double-banake». Elle permet toutefois d’ajouter les
dix-sept premiéres contraintes sans détecter de surriast générique et de dé-
tecter la redondance de la dix-huitieme contrainte. La od#tionctionne tout aussi
bien pour des exemples avec un plus haut degré de connieghGi@].

En outre, la méthode du témoin gere correctement la sutractien générique de
GCSqui, pour des valeurs des paramétres le rendant non suragcdnest sous-
contraint. Pour ces systémes, les méthodes a base de gsapihéasutiles car elles
ne peuvent prendre en compte tous les théoremes géomsétrique

Exemple 21. Conjugués harmoniques

Considérons le systéme 2D de la fig@@d 1l Etant donnés deux
pointsa etb, on peut considérer une fonction qui a tout podimci-
dent a la droitedb) associe un poing, conjugué harmonique de
On construity en suivant le plan de construction suivant :
— soitp un point non incident a&ap) ;
— soitd une droite incidente &;
— soitp; l'intersection des droited et (@p) ;
— soitp, l'intersection des droited et (bp) ;
soitp’ I'intersection des droitef,) et @p,) ;
— yest I'intersection des droitealf) et (pp').
On peut considérer IBECSS = (C, X, A) défini pat*:
— X = {XY,p, P1, P2, P, d, dap, Aap, dop, dap, Aoy, dpy} @VEC lES SiX
premiers éléments de sogieint et les autres de sorteroite;
— A= {a b} avec tous les paramétres de s@idént ;
—C= {
inc_pd(a, dgp), inc_pd(b, dap), inc_pd (X, dap),
inc_pd(y, dap), inc_pd(x,d), inc_pd(ps, d),
inc_pd(p,, d), inc_pd(a, dap), inc_pd(p, dap),
inc_pd(p1, dap), inc_pd(b, dyp), inc_pd(p, dyp),
inc_pd(py, dop), inc_pd(a, day), inc_pd (P, dap),
inc_pd(p,, dap), inc_pd(b, dyy), inc_pd(p’, dpp),
inc_pd(pi, dop), inc_pd(p, dpy), inc_pd(p’, dpy),
inc_pd(y, dpp)}.
Les solutions de&S correspondent toutes a une figure obtenue en res-
pectant le plan de construction ci-dessus. De par le gramibreode
contraintes d’incidence, I'hypothése que I'on disposend@moin
serait, sans cela, une hypothése forte : les contraintesidénce
n’'étant pas associées a une metrique, elles doivent épeatées
par le témoin. Ici, un témoin est donc une solution du systeme

13Cf. figure 1.14p. 34
14Rappel : nous utilisons la signature de I'exempl@. 16
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Figure 6.11 -y est le conjugué harmonique de X pour aet b : en 2D, étant
donnés trois points a, b et x alignés et pour tout point p et toute droite d
incidente a x, yestfixé: p1 = (@p)nd, p2 = (bpnd, p’ = (apz) N (bpy),

y = (ab) n (pp).
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Un comptage des degrés de liberté méne au résultat — corgeet —
le systéme a 18222 = 4 degrés de libertékectifs'®>. En revanche,
aucune méthode combinatoire actuelle ne parvient a détpotdes
positions dex ety sont liées et qu'il est impossible d’ajouter une
contrainte de distance entre ces deux points. Notre ahgoeitde
calcul d’'unR-flot, par exemple, acceptera I'ajout de cette nouvelle
contrainte en retirant un degré de repére. Linterrogationémoin,
quant a elle, détecte une redondance.

Les contraintes redondantes identifiées peuvent étre m@eseet servir plus tard
a trouver, parmi les diérentes solutions satisfaisant les contraintes, celld’gjite
lisateur recherche : la redondance des contraintes peutétessaire pour assurer
I'unicité des solution®.

Notons que la méthode incrémentale d’interrogation du térpermet également
de résoudre un autre probleme : celui de calcul d’une bas@dudiun systeme.
Nous avons vu enfiet'’ que I'ajout de I'ensemble des contraintes du bord pouvait
mener a une sur-constriction générique. La plupart desadéthde décomposition
étant sensibles a la sur-constriction genérique, il esbitapt de pouvoir calculer
une base de cet ensemble de contraintes, c’est-a-dire aressemble minimal tel
gue toutes les autres contraintes du bord sont redondardes<a sous-ensemble.
Ici, cela est facile : il sfiit de partir d’'un systéme vide et d’ajouter une par une
les contraintes du bord, en recalculant incrémentalengefdarine échelonnée reé-
duite de la matrice Jacobienne pour détecter les contsaretiondantes avec les
contraintes déja prises en compte.

6.3.2 Interprétations sur-contraignantes d’un R-flot

Une interrogation du témoin permet de détecter une int&fo@ sur-contraignante
d’'un R-flot sous forme de repére. Détaillons tout d’abord commentraduit la
fixation d’'un repere dans la méthode du témoin : une fois laklaone mise sous

forme échelonnée réduite, I’équatidﬁ> = 0 est la suivanté :

SRappelons qua etb sont des paramétres @CSet n’ont donc aucun degré de liberté
18\/oir [Hen9g et notamment la figure 2.

17Cf. section3.2 (p. 73)

180n considére bien sir que ®CSn’est pas génériquement sur-contraint.
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Vi
V2
1 0 O - 0 @11 Ap-m1 VS
0 1 O 0 61’1’2 tte an_mz
001 0 @13 - @p-mg3 =0
. Vm
Vr;1—m
O0O0.--- 1 im **  Qpemm .
Vi,

Dans cette notation, les— m derniers éléments du vectevirsont notés;, . av,.

Il'y en a autant que de degrés de liberté@adSet donc autant que de degrés de
repere dans leR-flots associés. Enfiet, pour traduire dans la Jacobienne le fait
gue la coordonnég fait partie du repere considéré, offiextue une permutation de

. . -
colonnes (et la permutation de lignes correspondant darecteurV) pour que la
colonne correspondantvasoit 'une desh — m colonnes de droite de la matrice.

Imaginons maintenant qu’aprés tal®™eétape de I'élimination de Gss-Jorpan (la
matrice {—1)x(i—1) supérieure gauche est diagonale), il soit impossiblecdrrér

un pivot non nul. Cela signifie que i¥"® colonne est combinaison linéaire desl
premieres colonnes. Permuter cette colonne avec une-dépremieres colonnes
ne changera rien au probléme : la nouvélf® colonne sera combinaison linéaire
desi — 1 nouvelles premiéres colonnes. De méme, permutéffacolonne avec
une colonne d’indice compris entre- 1 etm ne fera que retarder le probleme : si
la colonne est combinaison linéaire desl premieres colonnes, elle est également
combinaison linéaire das- 1 + k premiéres colonnes ki> O.

Il ne sera donc possible de diagonaliser la gauche de lagmalacobienne qu’a
condition que |a®™ colonne soit permutée avec une des m derniéres colonnes.
Cette condition est nécessaire mais noffisante, puisque certaines des mder-
nieres colonnes peuvent elles-mémes étre combinaisairinged — 1 premieres
colonnes.

Si I'on n'arrive pas a diagonaliser la matrioex m gauche de la Jacobienne, c’est
gue la paramétrisation consistant a fixer les coordonnéesspmndant aur — m
colonnes de droite est non valable : cela signifie #eteu’il n’est pas possible
d’exprimer les variations daspremiéres coordonnées en fonction de celles consi-
dérées comme paramétres : une fois le prodtaceué, la®™eligne peut s'écrire

Vit @i XV, + o+ apmi XV, =0 (6.1)

et donc
\.I| = _Cle X Vrr.,km I an_mi X \/rl (6.2)
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Autrement dit, on peut exprimer les variationswen fonction des variations des
coordonnées; _av,. C'estla définition méme d’'un repére : s'il est fixé, les autres
éléments sont fixés également. S’il n'est pas possible dimgn lesm premiéres
colonnes comme fonction des— m dernieres colonnes, alors la paramétrisation
correspondante ne forme pas un repere.

Il s’en déduit une méthode simple de détermination de laialde I'interprétation
géométrique d’'urR-flot : permuter les colonnes de la Jacobienne de sorte arplace
a droite de la matrice celles correspondant a I'interpicial tester et appliquer la
méthode d’élimination de &ss-JorpAN.

Naivement, la complexité d’'une telle méthode, pour avaissurance de trouver
une interprétation valide, serait @(n?n x Iex(Cygy ™)) avecR I'ensemble
des entités de I'ancre : il faudrait, pour chaque interpigiagéométrique possible,
effectuer une élimination de ABss-Jorpan. Une méthode moins colteuse consiste
a tenter une premiere élimination dauss-Jorpan, puis a permuter deux colonnes
pour aboutir a une autre interprétation géométrique etiaartle pivot de Guss sur

la colonne permutée : il y a 1 division de ligne fieetuer eim — 1 multiplications

et additions de ligne. Avant permutation, la matrice essdaudorme (P) avecl
I'identité et P une matricem x (n — m). Le nombre d’opérations &fectuer pour
une multiplication ou addition de ligne est dome- m+ 1. La complexité de cette

méthode est donc e@nm?n + mx (n — m) x erR(ng:((Qf—}rX)))-
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Nous avons défini une structure de données étendant lesegrdptilux classiques,
gue nous appelons les graphesdiux, et adapté la définition du couplage parfait
a ces graphes. En nous basant sur les graph&sfllx, nous avons proposé des
algorithmes incrémentaux de calcul d’'une paramétrisationbinatoire d’'urGCS
c’est-a-dire le nombre de degrés de liberté a fixer pour achaqtité géométrique
pour se ramener a un nombre fini de solutions. Nous avons éomtnment déduire

de cette paramétrisation combinatoire un plan de congtrupér blocs. Nous avons
également mis au point une extension incrémentale de laoaettiu témoin per-
mettant d’assurer qu'uBCSn’est pas génériquement sur-contraint, pour assurer la
validité de nos algorithmes de paramétrisation.

Un travail important reste kectuer concernant la gestion des valeurs associées aux
éléments de repére. Le calcul de valeurs valides, c’estedalles que des solutions
existent, pourrait étre envisagé de plusieurs fagons :

— notre méthode actuelle consiste a prendre les valeuresiguisse, éventuelle-
ment mises a I'’échelle. Dans le cas ou cela nitspas, un rattrapage numé-
rique est possible en cherchant a minimiser une fonctiomelie calculée pour la
construction géomeétrique qui échoue. Des instabilitésgetapparaitre lorsque
la modification de la valeur d’'un paramétre améne I'écheaeautre construc-
tion géométrique. Une étude spécifique des méthodes numérgermettant le
calcul d’'une valuation valide a partir d’'une valuation iali¢ invalide est donc a
mener, qui pourrait également servir a perturber les valdes paramétres pour
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animer les solutions a I'écran;;

— l'utilisation d’'une méthode itérative & partir d’'une vation initiale peut échouer
non seulement de par les instabilités de telles méthodes anasi en raison de
minimalocaux. Des méthodes d’optimisation globale devraientdagalement
étre essayées, par exemple au moyen d’algorithmes géegtiqu

— une approche plus constructive pourrait étre une projamdintervalles : a par-
tir d’'un élément de repére donné, parcourir le plan de coctm et, a chaque
construction, calculer dans quels sous-espaces I'ergiténgtrique construite
peut se trouver. Si cette entité géomeétrique est fixée ortenetd, on en déduit
quelles sont les valeurs possibles des éléments de repeesmandants.

Nous avons également fourni des pistes concernant la dgfiié la qualité d’'un

R-flot. Il s’agit d’heuristiques dont l'intérét reste a étadplus profondément. La

mise au point de nouvelles heuristiques, voire la donnéredtléfinition précise

de ce qu’est un bom-flot sont donc des perspectives naturelles de ce travail. En

outre, notre approche d'une stratégie de construction &4ilot en fonction des
heuristiqgues peut mener vers daeaximalocaux empéchant la découverte ®e
flots de bonne qualité. La encore, une approche plus globedé donc a envisager.

Enfin, la méthode itérative deeN-Ton-RaPHSON N'a jusqu’a maintenant jamais servi
a trouver numériquement des solutions a un systeme soaixcnEn éfet, elle ne
peut par définition fonctionner que sur des systemes d’@qnsationt la matrice est
carrée, c’est-a-dire correspondant a des systemes bigracismodulol’identité.
Classiqguement, IB-bonne-constriction est prise en compte en ajoutant topiga-€
tions, ce qui correspond a fixer un repere pour les dépladsmdatre algorithme
de paramétrisation ouvre la porte a I'adaptation de la nului@ N:wton-RapHSON

a des systemes de contraintes géomeétriques quelconqued;hgmothese de non
sur-constriction générique. Une autre hypothése imptatast la donnée d’une va-
luation initiale valide pour les éléments de la paraméinsa
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L'objectif général visé par nos travaux est de rendre leigiels de modélisation par
contraintes géométriques accessibles a des utilisatearsxperts. Les travaux de
parameétrisation explicités a la partlevont dans ce sens : ils fournissent a I'utilisa-
teur une intuition des libertés de mouvement des entitésgémues du Systéme
de Contraintes GéométriqueSCS gu'il a esquissé et lui permettent de corriger
I'esquisse si le résultat ne lui convient pas.

Une autre fonctionnalité importante de logiciels facilecdés est la possibilité de
réutiliser desGCS déja résolus. La conception d’'une voiture en Conception As-
sistée par OrdinateuC@O), par exemple, ne se fait pas en explicitant toutes les
contraintes de distance, d’angktc L'approche habituelle est plutét de dessiner
les ditérentes piéces séparément et de les assembler. Il est égalenportant
gu’en plus de donner une paramétrisation a I'utilisateulpgiciel lui permette de
visualiser quelles parties de I'objet sont rigides.

Dans cette partie, nous nous intéressons donc a la décdropage systemes de
contraintes géomeétriques. Nous avons déja montré, darestia ip quelles étaient
les conditions de correction et de complétude des méthaadéabmposition.

Motivation

Les travaux relatés dans cette partie ont pour but de pesrlatdécomposition
d’'un GCSen ses sous-systemes, en connaissant le groupe de bontretongsle
ces sous-systemes. Nous poursuivons ainsi plusieurstifdjec

Tout d’abord, nous voulons identifier, pour legfélients groupe& considérés, les
partiesG-bien-contraintes d'uGCS afin de pouvoir indiquer a l'utilisateur quels
sous-systemes sont rigides, quels sous-systemes sontdnéaintsmoduloles
similitudes,etc.Ces informations completent les intuitions que donne larpéta-
sation sous forme d’éléments de repere.

Inversement, nous voulons permettre a I'utilisateur @&nes dans |[€&CSun objet

atomique avec son groupe de bonne constriction, de facosusieaid’une part la
réutilisation de systémes déja résolus et d’autre part imadtion de la taille du
systéme a résoudre.

Nous avons vu dans la partieque nous pouvons déduire d’'&iflot un plan de

construction strict a la condition qu’aucun nceud de sontgragduit ne corres-
ponde a plus d’'une entité géométrique. Dans le cas conttaBesous-systemes
engendrés par ces entités et celles dont elles dépendeahtiéire résolus par un
solveur externe. Nous voulons donc également proposerganitaime de décom-
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position général qui pourra aider a résoudre ces systemes.

Démarche

Nous proposons une extension de la méthode du téfhgin permet d’identifier
les sous-systemes rigides maximaux, puis une extensioti-gnoipe permettant
I'identification de sous-systémébien-contraints maximaux pour tout grou@e
dont on connait les @érents types de repere.

Pour rester dans la perspective des travaux relatés darsstla Ib, nous propo-
sons une version incrémentale de ces algorithmes. Nousswop également des
pistes pour I'identification des sous-systernebien-contraint directement dans un
graphe deR-flux et montrons les limites de ces pistes. Nous montronsiiens
guelles modifications apporter aux algorithmes de parasaétyn du chapitret
pour prendre en compte gbonne-constriction de sous-systemes.

Enfin, nous utilisons l'algorithme d’identification de sesystémes maximau®-
bien-contraints pour mettre au point un algorithme de déumition général, non
sensible a la connexité du graphe de contrainte, baptisgecomposition.

Le chapitre7 explicite nos algorithmes d’identification des sous-y&sG-bien-
contraints et I'adaptation des algorithmes de paramétisa_e chapitreB détaille
le fonctionnement et 'analyse de¥/-décomposition.

19¢f, section2.2.2et [MF06, MFLMO6, MF07, MFO9]
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7.3 Modifications de I'algorithme de paramétrisation combinatoirkr2

Tous les progrés sont précaires, et la solution d’'un pro-
bléme nous confronte a un autre probleme
— Martin Luther King, pasteur américain

Dans ce chapitre, nous nous attachons aux problématicsessdux sous-systemes
bien contraintsnoduloun groupe connu. Nous commencgons par proposer, a la sec-
tion 7.1, de nouvelles extensions de la méthode du témoin qui pexnmettiden-

tifier les sous-systemds-bien-contraints maximaux d’'un systeme. La secfiah
fournit des pistes pour la détection des sous-syst&rgien-contraints sans avoir
recours au témoin. Enfin, la secti@rB explique comment adapter les algorithmes
du chapitre4 pour prendre en compte des sous-systémes dont on conneitijgeg

de bonne constriction.
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7.1 Identification des sous-systemes  G-bien-contraints ma-
ximaux avec le témoin

Dans cette section, nous montrons comment I'interrogatiotémoin peut étre uti-

lisée pour identifier ficacement tous les Sous-systéemes Rigides MaximdARS)

d’'un GCS méme dans le cas de systemes ou des méthodes a base de graphes
échoueraient a détecter la rigidité. L'idée de cette métranait déja été esquissée
dans la littératureNIF06, JTNMO6. Nous montrons ensuite comment étendre cette
approche a l'identification des Sous-systei@esien-contraints MaximauXGYS)

pour n'importe quel group& dont on connait les fferents types de repere.

7.1.1 Détection des sous-systemes rigides maximaux

Nous détaillons ici une méthode permettant d’identifierdesgs-systemes rigides
maximaux d'unGCS

Définition 54. Sous-systéme Rigide MaximalUn MRSdeS est un sous-systeme

S C Stelque:

— 8 estD-bien-contraint ;

— il n’existe pas de systen®® D-bien-contraint distinct deS; tel queS; c S, et
S cS.

Exemple 22. Sous-systéme Rigide Maximal

La figure 7.1 est constituée de quatMRS : les segmentsphps],
[p1p2], [P1p4] €t le quadrilatérgspspsps SONt rigides et ne sont pas
sous-systemes d’UBCSrigide.

L’'ajout d’'une contrainte de distance enpyget ps, par exemple, ren-

drait le systéme rigide et il ne serait donc plus constitué dun
seulMRS.

L'idée de base de notre algorithme d’identification 8RS est d’étudier quelles
entités géométriques sont fixées lorsque I'on fixe un repawe les déplacements.
Rappelons que nous avons vu a la secdZ2, qu'aprés que la Jacobienne a été

mise sous forme échelonnée réduite, 'équafiovi = 0 s’écrit ainsi :

I1Cf. p. 145et notamment les équatiofsl et 6.2



Identification des sous-systentesbien-contraints maximaux avec le témoin 157

<€

Figure 7.1 -GCS contenant 4 MRS

Vi

Vo
100 0 an ~ anmi)| v,
010 - 0 @12 - Ap-m2
001 0 aiz -+ anma|| | |=0

Vm

Vr;lm
0O0O0-.---1 A1m - Ap-mm .

\/rl

Une fois le produit &ectué, la®mligne peut s’écrire
\-/| + a’1’| XVr].,]_m + -+ an_mi X \jrl = O

et donc
Vi = —-a1j X Vf..qu — = Qn-mj X \/rl

Autrement dit, une fois la matrice mise sous forme écheleméduité, il est pos-
sible d’exprimer les variations de la coordonngen fonction des variations des
coordonnées,, _ av;,. Ces coordonnées forment donc un reper&Qs

Si le GCS S n’est pas rigide, trois paramétres ne peuvefiirspour ancrer toutes
les entités géomeétriques et oma m > 3. Il est toutefois possible d’identifier un
sous-ensemble des coordonnées qui dépend uniquemertidgmtametresg,, v;,
etv,, : on recherche I'ensembMé de tous lesy; tels quefle > 3,a; # 0. Siles

2Sous I'hypothése que BCSne soit pas génériquement sur-contraaft §ection6.3.1) et que
lesm premiéres colonnes soient linéairement indépendaatesettion6.3.2
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Ps Pa
P1

Ps

Ps
P2 p7

Figure 7.2 - Chaine ouverte 2D faite de trois triangles rigides. Les
contraintes de distance sont implicitement représentées par les segments.

Tableau 7.1 -Ma_trice Jacob_ienne_du G_CS de_ la figure 7_.2

X1 Vi X2 X3 Y3 X4 X5 Y5 Xs Y2 Ya Y6 X7 ¥7
[k X1-X2 y1-Y2 X2-X1 0 0 0 0 0 0 Y2-y1 0 0 0 0
I2 X1-X3 y1-Y3 0 X3-X1 y3-y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
I3 0 0 X2-X3 X3-X2 Y3-Y2 0 0 0 0 Y2-Y3 0 0 0 0
lg 0 0 0 X3-X4 Y3-Ya X4-X3 0 0 0 0 Y4-Y3 0 0 0
I 0 0 0 X3-X5 ¥3-Ys5 0 X5-X3 Y5-Y3 0 0 0 0 0 0
ls 0 0 0 0 0 X4-X5 | X5-Xa | Y5Ya 0 0 Ya-Ys 0 0 0
17 0 0 0 0 0 0 X5-X6 | Y5¥6 | X6-Xs 0 0 Y6-Ys 0 0
Ig 0 0 0 0 0 0 X5-X7 Y5-y7 0 0 0 0 X7-X5 Y7-Y5
lg 0 0 Y 0 0 0 0 0 Xg-X7 0 0 Yo¥7 | X% | Y7¥e

paramétres;, a v, forment un repere pour les déplacements alors, par définitio
d'un repéré, le systeme engendré peru {v;,, \i,, V;,} estD-bien-contraint. Il est
maximal, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun sous-systeigede S’ C S tel que le
systeme engendré peru {v,,, Vi,, Vi, } st strictement inclus das.

Exemple 23. Identification d'un MRS

Considérons 1&CSde la figure7.2, qui représente un systéme 2D
composeé de trois triangles rigides formant une chaine teiva
matrice jacobienne est fournie a la tal@ld*, les lignes correspon-
dant aux contraintes de distance entre :

— Il pretp: —la:pzetps —l7: psetpe

—la:pretps —ls:psetps — lg: psetpr

—lz:p2etp; —ls: psetps —lo: psetpy

Considérons le témoin suivant :

_plz(oag); _p4:(14’10)1 _p6:(7’7);
- p2=(41); - ps=(124); - pr =(130).
- p3=(7,13);

La table7.2 montre la mise sous forme échelonnée réduite de la Ja-
cobienne évaluée en le témoin. On y constate que I'on peuinesp

Xs, Y5 €t X5 en fonction deys, X7 ety;. Le systeme engendré ppd,

Ps €t p; est donc le Sous-systéme Rigide Maximal fixé par le répére

3Cf. définition40 p. 69
4Les colonnes ont été permutées pour correspondre a uneddssation valide
SCf. section5.1p. 116
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Tableau 7.2 -Forme échelonnée réduite de la matrice Jacobienne de la
table 7.1 évaluée en le témoin p; = (0,9), p2 = (4,1), p3 = (7,13),
Pa = (14,10), ps = (12.4), pe = (7,7), p7 = (13 0)

Xy | Y1 | X [ Xs |Ya|Xa | X5 | Y5 | Xe | Yo | Va | Yo | X | W7
rry]1,0/0,0/0/0]0|0]O0 % 1%“ —1—?); -1 —zlL—7S
r, 0Oj|1/0|]0|0|0O0|]0O]O0]O —% —% %1—%3 0 %
ré oOl0|1/0]0|0O0O]0O0O]|]O]0O0]| 4 % —775 -1 —Zj
I‘:l oj0|j0l1]0l0]0]J]0O]0O0] O 5 —1—2 -1 —3—2
re o/jo0J0|0O0|1|]0|]0O0O]0O0]|]O0] O g —112 0 —1—3
I‘é ojo0ojo0oj]O0|lO0O]1/0]010] O 3 —é -1 —%
r’7 ojo0|jo0l0j]0l0O0O]1|]0]0] O 0 —§ -1 %
I‘é oj0|j0l0j]0O0|lO]O]1]0]O0 0 —§ 0 —%
ry olo0o|jo0l0O0]j]O0O|lO]O]0O]1]|O0 0 ~% -1 %

constitué par le poinp; et la directionpe-p;.

A partir de ce principe, un algorithme naif d’'identificatidasMRS serait de fixer
un repere pour les déplacements (en permutant les coloenkesJécobienne) et
d’effectuer une élimination de ABss-JorpaN, puis de recommencer avec un repere
pour les déplacements dans le reste du systéeme. Le pseddaleaette approche
est donné a l'algorithm@. 1

A la ligne 4 de I'algorithme, la fixation d’un repére doit étre guidée lpagéométrie
afin de s’assurer qu’on identifiera un systeme plus grandegepkre lui-méme : si,
dans I'exemple de la figuré.2, on fixait les deux coordonnées du pomtet I'une
des coordonnées de, aucunMRS ne serait identifié. Pour les cas ou le repére
est mal choisi, il convient de complexifier un peu la lighele I'algorithme en
n'effectuant de marquage que dans le cas ou il y a au moins unegguit@trique
n'appartenant pas totalement au repére qui est entiéreiréat Il faut alors faire
attention, dans la condition d’arrét de la boucle de la lignaux cas ou des sous-
systemes rigides maximaux sont plus petits qu’un repéerelpsuéplacements (les
systémes souB-définis), par exemple une barre rigide en 3D ou un point concerné
par aucune contrainte en 2D.

La complexité d’'une telle approche dépend du nontbde MRS : aveck élimi-
nations de Guss-JorpaN, la complexité globale est eikn?n)’. Ce colt peut étre
réduit en ne redémarrant pas I'élimination deu€3-Jorpan de zéro pour chaque
repere : a la fin de la boucle de la ligBela matriceJ’ est sous forme échelonnée
réduite. Pour changer de repére, il faut faire au maximuis prermutations et donc,

6Cf. définition42p. 70
’Rappelons que la complexité d'une application de Iélitiora de Gwuss-JorpaN est
O(min(m, n)mn) et qu’en I'absence de sur-constriction générique; n.
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Entrées:

S=(C,XA):UnGCS

J : la matrice Jacobienne d&évaluée en un témoin
Résultat:

Liste desMRSdeS

i<0

2 répéter

J «J

4 Permuter les colonnes dépour fixer un repere dans une partie non
marquée d&

Effectuer une élimination de ABss-Jorban surJ’

V « ensemble des colonnes correspondant a des coordonnées
exprimables en fonction du repére

9 Marquer avec I'étiquetteles colonnes dd correspondant a des entités
dont toutes les coordonnées sont

— soit dans/

— soit dans les trois derniéres colonneslte

f—i+1

jusqu’a ce que toutes les colonnes de J soient marquées

L < liste vide

tant quei > Ofaire

L S’ « sous-systéeme d8 engendré par les entités étiquetées

L—~L+S
le—i-1
retourner L
Algorithme 7.1: Algorithme naif d’'identification de$/RS basé sur la me-
thode du témoin
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pour revenir & une forme échelonnée réduite,8 x (n — m+ 3) multiplications.
Le colt de cette version de I'algorithme est donafem(n — m) + n?n). Comme
km(n — m) est dominé pan¥n, la complexité est donc ef(nen).

7.1.2 Extension a d’autres groupes de transformations

La définition de sous-systéme maximal peut étre donnée pate tlasse d&CS
Nous définissons ainsi un Sous-systé&abien-contraint Maximalj1GS).

Définition 55. Sous-system&-bien-contraint Maximal : Un MGSde S est un
sous-systems; C Stel que:

— 8; est G-bien-contraint ;

— il n'existe pas de systen®® G-bien-contraint tel queS; ¢ S, etS, C S.

Dans l'algorithme vu a la section précédente, I'identifmad’'un sous-systéme ri-
gide maximal se fait en recherchant les coordonnées domnalgations peuvent

s’exprimer en fonction des variations des coordonnées tépere pour les dé-
placements. Nous reprenons le méme principe, mais lomisspour identifier un

MGS. Pour cela, il est uniqguement nécessaire de connaitrepes tje repere des
différents groupes considerés.

L'algorithme cité plus haut s’adapte alors sans souci : alig@ une premiere élimi-
nation de Guss-JorbaN apres avoir permuté les colonnes pour placeGuepéere
dans les colonnes de droite et siMGS est identifié on le marque. Puis, jusqu’a ce
que toutes les entités géométriques aient été martjuiiesrouve une autre com-
binaison den — m colonnes contenant u@-repére non encore testé en utilisant
I'algorithme 4.4 de modification d’'urR-flot.

Le pseudo-code de cette démarche est donné a I'algorittiZne

7.1.3 Identification incrémentale des MGS

Dans I'optique d’une construction incrémentale@dS comme nous la concevons
depuis le début de la partik il est intéressant de chercher a identifierMGSS au

8En réalité,=3 ,(m x (n — m+ i)) : une fois les trois permutationstectuées, il faut faire les
opérations de pivot nécessaires. hes 3 premieres colonnes forment l'identité et ne coltent donc
rien. Lorsque lam — 2°™e colonne a été traitée, les — 2 premiéres colonnes forment l'identité, et
ainsi de suite jusqu’a ce que les trois colonnes permutées &tié traitées.

9Modulola détection des entités géométriques qui appartiennemsysiémes-invariant maxi-

mal souss-défini
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Entrées:
S=(C, XA :UnGCS
R <« R-flot maximal valide deS
J : la matrice Jacobienne d&évaluée en un témoin
G : un groupe de transformation
Résultat:
Liste desMGSdeS

i <0

répéter

Modifier R par I'algorithme4.4 pour qu’il contienne ur-repérer
non encore testé

E < ensemble des entités qui sont entierement dans

Permuter les colonnes depour correspondre ia

Effectuer une élimination deABss-Jorban surJ

V « ensemble des colonnes correspondant a des coordonnées
exprimables en fonction de

si V U r contient des entités fixées qui ne sont pas daatEs

jusqu’a ce que toutes les colonnes de J soient marquées

L < liste vide

tant quei > Ofaire
S’ « sous-systeme d& engendré par les entités étiquetées
L—~L+S&
le—i-1

retourner L

sinon

Marquer avec I'étiquetteles colonnes déd correspondant a
ces entités
i—i+1

pour chaquee € E non marquéaire
sitous les G-reperes contenant e ont éte tealés
// Les MGS contenant € sont sous-G-définis
Marquer les colonnes dkcorrespondant aavec I'étiquette
i—i+1

Algorithme 7.2: Algorithme d’identification deMGS basé sur la méthode du

témoin
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fur et a mesure de 'ajout des contraintes. Nous décrivansiialgorithme pour ce
faire.

A chaque ajout d’'une contraintg nous éfectuons la liste des group&; parmi

les groupes pris en compte, tels questG-invarianté®. Pour chaque group@
satisfaisant cela, nousfectuons les permutations de colonnes appropriées pour si-
muler la fixation d’unG-repére fixant toutes les entités géométriquevarg(c).
Dans le cas ou ufs-repére ne peut étre inclus davargc) (lorsque le systeme
engendré est sous-défini), il faut tester les diérentsG-repéres possibles. Pour
chaqueG-repére ainsi testé, nous identifiondM&S qu'il fixe. S’il inclut un MGS

déja identifié, ce dernier est retiré de la liste ME3S identifiés?. Il est donc néces-
saire d’avoir la liste des configurations @Gerepére fixant I'intégralité du systeme
engendré pat, pour chaque type de contrainte.

Le pseudo-code de cette méthode est fourni & I'algoritiArBe

7.2 Approche combinatoire de l'identification de sous-sys-
temes G-bien-contraints

Dans cette section, nous donnons quelques pistes prosegttpour identifier les
sous-systemeS-bien-contraints combinatoirement, dans le graph®-dleix, sans

avoir recours a la méthode du témoin. Nous montrons que laadétque nous
proposons fonctionne bien dans de nombreux cas, mais sk laexrmémes limi-
tations que toutes les méthodes a base de graphes.

7.2.1 Algorithmes

La méthode que nous détaillons ici est donnée, sous formsalelp-code, a I'algo-
rithme7.4. Ce pseudo-code parcourt lesféients groupeG considéres : il exécute
pour chaque groupe de transformatigigigorithme 7.5.

Pour chaque groupe considéré, une rétro-propagation esibpe pour éviter de
raisonner sur des systémes trop grands : pour chaque g&upeIS commengons

10Cest-a-dire ¢f. définition 35) les groupes tels que les figures solutions du systéme engendré
parc sontG-invariantes.

1| serait également possible de le conserver et d’enredistelation d’inclusion.

12A I'exception des groupes strictement inclus dans un gré@igel qu’il n’y a aucune contrainte
qui ne soit pass’-invariante. Pour des raisons de concision, ceci n'est pasneé a la ligne2 de
l'algorithme 7.4,
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Entrées:
S=(C XA :UnGCS
R « R-flot maximal valide deS
c € C: la derniéere contrainte ajoutéeSa
J : la matrice Jacobienne sous forme échelonnée réduiteé&aluée en
un témoin
Résultat:
Liste desMGS contenant

i<0

G < liste des groupes d’'invariance de

pour chaqueG € G faire

pour chaque G-repere r fixant le sous-systeme engendré praire
R « R maodifié par I'algorithmed.4incluantr

Permuter les colonnes depour correspondre &

Mettre J sous forme échelonnée réduite

Identifier leMGS &’ fixé parr

Marquer les colonnes d¥ pari

i—i+1

L < liste vide

tant quei > Ofaire
S’ « sous-systéeme d8 engendré par les entités étiquetées
L~L+8

Lie—i-1

retourner L

Algorithme 7.3: Algorithme incrémental d’identification d&8GS

Entrées:
S=(C, X A) :unGCS
Résultat:
Liste de sous-systemes avec leur groupe de bonne corstricti

L « liste vide

2 pour chaguegroupe Gfaire

Se « (Cg, Xs, Ag) « sous-systeme d8 engendre par ses contraintes
G-invariantes
Utiliser I'algorithme7.5 pour Sg etG
Ajouter le résultat &
retourner L

Algorithme 7.4:
contraints

Identification combinatoire des sous-systemes bien
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donc par considérer le systerSe engendré par les contraint€sinvariantes. La
rétro-propagation consiste tout simplement, a partir @plge orienté non valté
d’'un R-flot de Sg, a retirer récursivement tous les nceuds d’entité qui n'antia
arc sortant et un degré de repére nul. Ceci est réalisé pautdehde la lignes.

Quand cela est fait, il y a deux possibilités :
1. les entités géométriques restantes ont toutes un degepéie non nul,
2. il reste des entités géométriques avec un degré de replere n

Dans le premier cas, nous vérifions, pour chaque composamtexé* K restante,
si les éléments de repere constituent un repére Bo&i ce n’est pas le cas, mais
gue le nombre de degrés de repérédeourrait étre celui d'urs-repére, nous es-
sayons de modifier les éléments de repére sur la composamtexepafin d’obtenir
un G-repere. Si le nombre de degrés de repéer& dest supérieur a celui d’'u@-
repere, nous essayons également de cherchérnepere dan¥. Si, directement
ou via une modification, nous disposons d’Garepérer, alors les entités géomé-
triques der, ainsi que toutes les entités géomeétriques qui ont étéestiet qui
dépendaient uniquement deforment un systeme-bien-contraint (ceci est testé
aux lignes20 a 23 de I'algorithme?.5). S’il est impossible d’exhiber u@-repére
dansk, on ne peut rien déduire.

Dans le second cas, il reste des entités géomeétriques awdagud de repere nul :

elles font partie d'un€FCdu graphe orienté non valué. Dans ce cas, nous extrayons

pour chaque&CFCun graphe d&-flux R’ constitué de

— laCFCconsidérée ;

— les nceuds de contrainte liés a une entité geomeétrique@edgpar un arc de va-
luation positive, ainsi que tous les nceuds d’entité liéssinceuds de contrainte.

Le nombre de degrés de repere d’'un nceud d’ertiténsR’ est égal a la somme du

nombre de degrés de repére qu'il avait dans le graphe glodabkevaluations d’arc

le reliant a des nceuds de contrainte extérielRs ette extraction est réalisée par

les lignesl5a16de I'algorithme7.5.

A la ligne 17, un appel estféectué a I'algorithme’.6, qui traiteR’. De toute évi-
dence, le graphe orienté non valué Rea une uniqueCFC. Il est possible, en
revanche, de modifieR afin de tenter de trouver une configuration&lot qui
permet de minimiser la taille de GFC et de continuer a retirer certaines enti-
tés géomeétriques par rétro-propagation. Nous revenons @lx deux cas évoqués
plus haut. Si, en revanche, il n’est pas possible de dimilaterlle de [aCFC, mais
gue le nombre de degrés de repére d&npourrait correspondre a UB-repeére,
nous testons tous lgs-repéres possibles po®. Si pour chaqué&s-repére il est
possible de trouver uR-flot valide maximal, nous faisons I'hypothése qU&IES

13Cf. définition51p. 118
Mais pas nécessairement fortement connexe
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Entrées:
S = (C, X, A) : unGCSne contenant que des contrain@snvariantes
R : R-flot maximal valide deS
G : un groupe de transformation
Résultat:
Liste de sous-system&sbien-contraints d&

P « pile vide
D « Graphe Orienté AcycliqueDAG) avec
—un nceud par entité de
—aucun arc
pour chaquex € X de degré de repére nul dand#&ire

siaucun arc de valuation nulle ne relig & un nceud de contraintdors
| EmpilerxsurP

8 tant que P n’est pas viddaire

Dépilerx deP

Retirerx et les contraintes le concernant8et mettre a jouR
pour chaque X’ lié a une des contraintes retiréésre

12 Ajouter un arcx'’ — x dansD

si plus aucun arc de valuation nulle ne relig @ un nceud de
contrainte dans Rilors empilerx’ surP

ant que des entités ont un degré de repeére faite

~—+

15 X « une entité de degré de repere nul
16 R « Composante Fortement Connexd-C) « élargie » déH(R)

contenan// Voir texte

17 Tenter de modifieR’ par I'algorithme7.6

L sitoutes les entités x ont été testébm's sortir de la boucle
pour chaque composante connexe K sans nceud de degré de repéaraul

20 si K contient un G-repére r (éventuellemena I'algorithme 4.4) alors

tant que D contient une entité dont les parents sont tous daflagre
| Rajouter & les entités qui, danB, ont tous leurs parents dans

23 Le GCSengendré par les entités destG-bien-contraint

retourner liste desGCSidentifiés aux ligned7et23

Algorithme 7.5: Algorithme combinatoire d’identification de sous-systeme
G-bien-contraints
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correspondant R estG-bien-contraint.

Entrées:
S =(C,X,A):unGCS
R : R-flot maximal valide deS’
G : groupe de transformation
Résultat:
Liste de sous-system&sbien-contraints d&

K « sous-graphe engendré paxd&Cde H(R) contenant les entités de
degré de repére nul
n « somme des degrés de repere da&ns

4 pour chaqueG-repére r possible dans Raire

15

Modifier R par I'algorithme4.4 pour inclurer
sin > au nombre de degrés de repére d’'un G-repaims
tant que H(R') a uneCFC de la méme taille que Kaire
sitous lesr-flots incluant r ont été testédors
| Passer au prochain tour de la boucle de la ligne
sinon

L Modifier R pour tester urR-flot incluantr non encore testé

L < appel a l'algorithmé&’.5

~ retourner L _ S

sinon sion ne peut pas trouver uk-flot valide maximal incluant alors
| retourner 0

Algorithme 7.6: Tentative de cassage d'u@#Cdans urR-flot

A chaque fois qu’un sou&CSS’ est identifié comme&-bien-contraint, toutes ses
entités géométriques interresont retirées, ainsi que les contraintes les concer-

nant. Les autres entités géométriques, toujours liées aamteainte, doivent alors
étre considérées comme fixées : si le retrait des entitémeget des contraintes

augmenteé jusqu’a saturation.

15C est-a-dire n’apparaissant dans aucune contrainte lea$$ d

associées a rendu un nceud d’entité insaturé, le nombre deges de repére est
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.

Figure 7.3 - Application de 'algorithme 7.4 sur le « papillon »; a : R-flot
valide maximal; b : les pointillés signalent les éléments retirés par
rétro-propagation ; c : identification d’'un D-repére et remplacement du
GCS D-bien-contraint par ses entités fixées ; I'identification du triangle
droit comme D-bien-contraint n’est pas illustrée.

7.2.2 Exemples d’application

7.2.2.1 Application sur le « papillon »

Considérons a nouveau®CSde la figurel. 7%, constitué de deux triangles rigides.
Les seules contraintes sont des contraintes de distanne contient donc aucune
contrainteS-invariante et toutes les contraintes sbBainvariantes. La boucle de la
ligne 2 de I'algorithme7.4va donc en réalité parcourir uniguement le grobpaes
déplacements.

La figure7.3areprésente, avec la représentation de2ZunR-flot valide maximal
pour le systéme engendré par les contraibtésvariantesice. tout le systeme). La
phase de rétro-propagation est représentée a la fig8se les pointillés signalent
les entités et les contraintes qui sont retirées. lls segriagalement les arcs ajoutés
dans IeDAG?’.

Il ne reste plus alors qu’une composante connexe, comp@&s#eid points, deux
contraintes de distance et quatre éléments de repére. Leraal® degrés de reperes
ne correspond pas a ub-repére, mais on peut identifier ubrrepere : le point
central est fixé et le point de gauche est restreint. La bargadiche, ainsi que
toutes les entités géométriques qui dépendent uniquereergsideux points sont
donc identifiés, a la lign23, comme formant uGCSD-bien-contraint. Ce systeme
est remplacé par ses entités, qui sont fixées : ceci est expéés la figurer.3c. |

ne reste donc plus qu’une barre, avedrepere : le triangle de droite est lui aussi

identifié commeD-bien-contraint.

16Cf. p. 29
17Cf. ligne 12 de l'algorithme7.5
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a

Figure 7.4 - Etapes de rétropropagation dans I'application de
I'algorithme 7.4 sur le GCS de la figure 3.3.

Figure 7.5 - R-flot valide maximal du systeme de la figure 3.3; les
pointillés indiquent la CFC du graphe orienté non valué.

7.2.2.2 Application sur le GCS de la figure 3.3

Considérons |&6CSde la figure3.3'8. L'application de I'algorithme7.4 aménera
deux tours de boucle : un pour les similitudgsun pour les déplacemenis La
figure7.4illustre les étapes de la rétro-propagation sur le soussyesengendré par
les contrainteS-invariantes. A I'étape, il reste unS-repére, dont toutes les entités
précédemment retirées dépendent : le sous-systeme eégaeandies contraintes
S-invariantes est dong-bien-contraint.

La figure 7.5 montre unR-flot valide maximal du systeme engendré par les con-
traintesD-invariantes, c’est-a-dire la totalitt dBCS Aucune rétro-propagation
n'est possible avec notre méthode. Les pointillés inditjleelFC contenant les
entités géometriques de degreé de repére non nul : il n'epagedeR-flot minimi-
sant la taille de ILFC.

BCf. p. 72
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7.2.3 Limites

Nous avons donné des pistes pour une identification conddieales sous-sys-
temesG-bien-contraints dans le graphe ®dlux, mais celles-ci ne sont encore que
des pistes, car les algorithmes fioent d’un certain nombre de limites. Certaines
de ces limites sont les limites classiques des méthodesinatalves actuelles : des
redondances géométriques ne sont pas détectées, par eXempl

En outre, la rétro-propagation ne fonctionne que pour dastges dont la connexité
est inférieure au nombre de degrés de liberté des entitésé@gques duGCS Par
exemple, on voit a la figurB.4 que I'hexagone rigide dont le graphe de contrainte
estKz3 ne dispose d’aucune entité que I'on puisse retirer, et cé e soit le
R-flot considéré.

Lidentification deGCSG-bien-contraints est sensible &dflot utilisé au moment
de la rétro-propagation : on voit a la figures que si leR-flot place unG-repére
dans un sou§&CS G-bien-contraint, la rétropropagation peut terminer suGee
repere et identifier le soUSCS (c’est le cas dans les figur@sba a 7.6¢c) ; tandis
gue si leR-flot ne place pas dé-repére dans le sous-systeme, il se peut qu’il ne
soit pas possible de I'identifier comn@&bien-contraint, comme c’est le cas dans
les figuresr.6d a7.6f).

Cet algorithme échoue également a identifier la sur-cotismf€. La figure 7.7
montre une application de I'algorithme sur le systeme deglaré&6.3 : la rétro-
propagation n’élimine aucune entité dans la partie sutraorie. LaCFC conte-
nant des entités géométriques de degré de repére nul esré@mten pointillés :

le sous-graphe transmis a I'algorithiies correspond donc exactement a la par-
tie génériguement sur-contrainte. Cela étant, si I'alporé ne détecte pas ici la
sur-constriction, il ne conclut pas non plus a la bonne cmtisin : il s'arréte a la
ligne 15de I'algorithme?.6.

L'algorithme identifie comme bien-contraintoduloles déplacements la double-
banane : la figur&.8a montre urR-flot maximal valide pour la double-banane et on
y voit que le triangle central de la banane de droite formeQiR€. Le sous-graphe
transmis a I'algorithmé& .6 est donc la banane de droite : elle est identifiée comme
D-bien-contrainte puisqu’une modification ®iflot permet d’éfectuer une rétro-
propagation jusqu’'a ub-repere. C’est ce que I'on voit aux figurésb et 7.8c,
dans la banane de gauche : apreés retrait de la banane de ldroibeud correspon-

19E.g. considérer un systéme 3D ol un poest contraint a étre incident & une draitet a un
planP, la droited étant elle-méme contrainte a étre incidente a

20sans surprise, puisqu'il se base sur un graph®-flex et soufre donc de tous les problémes
évoqués a la sectidh 2
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Figure 7.6 -La rétro-propagation dans un graphe de R-flux est sensible au

R-flot : les étapes a, b et c montrent la rétro-propagation avec un premier
R-flot : le triangle du haut est identifié comme D-bien-contraint; les étapes

d, e et f montrent la rétro-propagation avec un second R-flot : il n’y a
aucun D-repére duquel dépendent des entités retirées durant la
rétro-propagation.
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Figure 7.7 - Application de I'algorithme 7.5 pour les déplacements sur
I'exemple de HenbricksoN : les fleches pointillées indiquent la
rétro-propagation ; 'ensemble entouré en pointillés représente la CFC
restante avec des entités de degré de repére nul.

dant au point inférieur peut étre retiré (figufedb), puis c’est le tour de I'un des
points du triangle central (figur&8c).

7.3 Modifications de I'algorithme de paramétrisation combi-
natoire

Dans cette section, nous proposons des modifications d@litdime4.1 de para-
métrisation basé sur le graphe ®elux. Ces modifications visent a permettre la
prise en compte de system@sbien-contraints comme des entités atomiques dans
le graphe deR-flux. Ces changements nécessitent deux éléments :

— la connaissance, pour chaque systéme atomique, du nombleges de repére
nécessaire a leur fixation, et de 'ensemble des entités sgstéme susceptibles
d’étre liées par une contrainte a une entité extérieure,

— une méthode permettant, a I'ajout d’une contrainte, diifier lesMGS auxquels
appartient cette contrainte.

Lorsqu’un sous-systems$ est identifié commés-bien-contraint, soivia I'ajout

d’'une contrainte, soit parce que l'utilisateur a ajouté ystémeG-bien-contraint

atomique, les contraintes internes&et ses noeuds de repére peuvent étre suppri-

MES : nous ne conservons plus que les nceuds d’entit deec I'information de

leur appartenances Nous ajoutons un unique nceud de repgrdié a I'ensemble

des entités deS. L'arc allant d’'un nceud d’entité & a pour capacité le nombre de
degrés de liberte de I'entité. L'arc liang au noeud finah, a une capacité égale au
nombre de degrés de repere d@srepere.
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N

a

Figure 7.8 -La double-banane est D-bien-contrainte d’apres
I'algorithme 7.5

La définition d'unR-flot maximal validé! doit également étre modifiée : il n’est
plus nécessaire, dées lors que les contraintes internes eodeids de repere sont
supprimés, que toutes les entités géomeétriqueS deient saturées : IB-flot est
valide et maximal si :

— les nceuds d’entité et de contrainte n’appartenant pas ysténse identifié com-
meG-bien-contraint sont saturés, comme dans la défint®n

— la somme des arcs sortant d’'un nceud d’entité appartenansygsteme identifié
commeG-bien-contraint est au maximum la capacité de son arc dntran

— la somme des arcs sortants des noeuds d’entité appartamasysteme identifié
commeG-bien-contraint et du degré de repére de ce systéme estagatambre
de degrés de repére d'@ireperé?.

L'algorithme 4.1 peut alors étre modifié pour qu'a chaque ajout de contrgihte,

sieurs tests soientfectués :

— si une contraint&-invariante est ajoutée entre des entités géométriquestapp
nant a un méme systen®bien-contraint, elle est redondante ;

— si l'ajout de la contrainte induit la création d’'un soustsyneG-bien-contraint,
on modifie le graphe d&-flux en conséquence, comme expliqué ci-dessus (sup-
pression des noceuds de contrainte et des nceuds de repeted’@jpnceud de
repere unique).

La recherche de chemin (et leur retournement) peut se faireoasidérant que

n'importe quel couple d’entités géométriques d’'un systdbrAleien-contraint est

relié par une contrainte.

La figure7.9illustre la construction incrémentale d'@CSavec l'algorithme4.1
modifié pour prendre en compte la connaissance d8-konne-constriction de
sous-systemes. Il utilise la représentation de#-chaque arc représentant ici une

21Cf. définition48p. 93
22pvec I'exception des systémes soBsdéfinis
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Figure 7.9 - Paramétrisation combinatoire avec connaissance de la
D-bonne-constriction de sous-systemes

contrainte de distance entre deux points. Les traits gi@sindiquent la prochaine
contrainte de distance ajoutée. Les parties entouréesietillpe signalent un sys-
temeD-bien-contraint. Notons que, dans la mesure ou en 2D unragstie deux
points contraints par une distance est rigide, il ne deemitéalité y avoir aucun
arc représenté a la figui®9 mais, pour des raisons de clarté, noudtfichons la
connaissance de @-bonne-constriction que pour des systemes plus grands qu’u
systéme trivial.
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Le meilleur moyen de résoudre un probléme est d’en nier
I'énoncé
— André Frossard, journaliste francais

Bien souvent, les méthodes de décomposition de la littératont liees a I'algo-
rithme de résolution qu’elles accompagnent. Une méthodéédemposition ac-
compagnant un algorithme de résolution a base de regleebenmnéme a base
de régles, par exemple. Dans ce cas, les méthodes de dédnonpssiirent des
mémes limitations que les méthodes de résolution : loriga’sont basées sur une
analyse du graphe, elles tombent dans les pieges de la catwibiret des erreurs de
la caractérisation de la rigidité structurelle ; lorsgléslsont basées sur un systeme
de régles, elles ne détecteront pas la bonne constrigtiodifloles déplacements
ou un autre groupe) d’'un sous-systeme si elle est due a urethéagéométrique
qui n'a pas été pris en compte par le concepteur.
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Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme de décotioposies général,
basé sur la méthode du témoin, que nous avons baptis#compositiongngl. :
Witness-decomposition). Il est en fait basé sur I'exiseeditin algorithme d’iden-
tification des sous-systemBsbien-contraints maximaux et I'algorithme que nous
avons proposé au chapitreest basé sur la méthode du téntoiGet algorithme
pourrait toutefois étre remplacé par n'importe quel autgorithme d’identifica-
tion desMRS et c’est de la puissance de cet algorithme que dépendradteinent

la méthode de décomposition correspondante.

L'objectif de la“W-décomposition est de décomposer un systeme rigide en l'en-
semble de ses sous-systemes rigides non triviaux, c’dseadiférents de leur
bord. Pour cela, le principe général, déja esquissé dans attiales traitant de

la méthode du témoinF06, JTNMOE est de retirer une contrainte du systeme
et de rechercher tous |84RS du systéme résultant. Ceux-ci sont récursivement
W-décomposés et remplaceés par leur bord.

Dans la sectior8.1 nous donnons les pré-requis de'ld-décomposition, c’est-a-
dire les caractéristigues minimales de I'algorithme s#ilpour identifier le§IRS.

La section8.2 donne alors l'algorithme précis de f#/-décomposition suivi de
guelques exemples d'utilisation. La sect&B propose une extension multi-groupe
de laW-décomposition et enfin la secti@ effectue une analyse des algorithmes
proposés dans ce chapitre et des extensions sont égalemmposees.

8.1 Pré-requis pour la “W-décomposition

L'algorithme de'W-décomposition explicité a la secti@»2 se base sur I'existence
d’'une méthode d’identification dédRS. Nous avons donné a la secti@ril une
telle méthode, mais elle pourrait étre remplacée par ume enéthode équivalente.
Dans la suite du présent chapitre, nous appeldM8S I'algorithme servant a iden-
tifier les MRS. Cet algorithme doit étre capable, a partir d’'un systemegeigu
non, de donner la liste de ses Sous-systemes Rigides Maximaguixiviaux.

Définition 56. Sous-systeme trivial : Un GCSS’ c S est dittrivial dansS s'il
est égal a une base d&s_s(S).
Exemple 24. Sous-systeme trivial
Dans I'esquisse de la figuie1?, les systéemes limités aux segments
[p1pa], [PLP2] €t [p2ps] (C'est-a-dire constitués chacun d’'un couple

de points et de la contrainte de distance entre ces deuxspgiont
triviaux : en dfet, ils sont rigides et chacun confondus avec leur bord.

1Cf. section7.1
2Cf.p. 157



“W-décomposition rigide 177

De méme que pour I'expression du bord, en I'absence de donfssrS, on pourra
dire d’un sous-system#’ trivial dansS qu'il est trivial.

Notons qu'unGCStrivial peut avoir des sous-systemes triviaux. Un systemagk
dont 'ensemble de contraintes est non vide contient au snone entité géomé-
trique, or le systéme induit par cette entité seule (c’ediré ne contenant aucune
contrainte) est lui aussi trivial.

Notons également que la trivialité d'UBCSdépend non seulement @&CSdans
lequel il est inclus mais aussi de I'univers géometriquesa@re. Ainsi, un systeme
représentant un triangle contraint par les distances desgs06tés n’est pas trivial
si 'univers géométrique permet d’exprimer des contraf@ngle : les trois angles
font en dfet partie du bord. Si I'univers géométrique ne permet d’iemer que les
trois distances, le triangle est trivial.

L'algorithme deW-décomposition est récursif et s'arréte lorsqu’un systé&sie
“W-indécomposable.

Définition 57. ‘W-indécomposabilité :SoitS = (C, X, A) un GCSrigide. S est
“W-indécomposable $ic € C, lesMRSde (C\{c}, X, A) sont triviaux dansS.

La fiabilité de l'algorithmeIdMRS utilisé est importante : si I'algorithm&dMRS
n'est pas capable d’identifier I&84RS et produit une liste contenant un ou des sous-
systemes rigides non maximaux (c’est-a-dire qui sont syagtemes d’'uitcCSri-
gide), alors la puissance de'l-décomposition sera réduite puisqu’elle ne fournira
pas tous les sous-systemes rigides. Il existe alors uneridgiclasser comni@y/-
indécomposable un systéme qui a des sous-systémes rigidesuaux.

De méme, si I'algorithmeadVMRS fournit une liste contenant des systémes non ri-
gides, alors lalW-décomposition correspondante sera inexacte.

8.2 “W-décomposition rigide

8.2.1 Algorithme

L'algorithme deW-décomposition vise & décomposer un systeme rigide en ses
sous-systémes rigides maximaux stricts. Par une récussionesGCS nous ob-
tenons au final 'ensemble des sous-systemes rigides. Lditimond'arrét est I'ob-
tention d’une liste de sous-systemes ne contenant que sesrsss triviaux.
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L'idée de la‘W-décomposition est de retirer une contraiotelu systemeS =
(C, X, A) a décomposer. En utilisa@itiMRS, les MRS de (C\{c}, X, A) sont identi-
fiés en une liste de systems8s Si cette liste est vide, on réintroduit la contrainte
dans le systeme et on réessaie avec une autre contrairitgetification desMRS

a echoué avec toutes les contraintes, a®bestW-indécomposable. Dans ce cas,
on renvoie la liste contenant uniquemeént

Si la liste desS; n’est pas vide, alors on réintroduit la contraimteuis chacun

de ces systémes est remplacé par son bord. On obtient dongstemeS’ =

S - Zi(S) + Zi(Bs-s,(Si)). On W-décompose récursivemest. De méme, on
“W-décompose récursivement chacun 8e€n renvoie alors la concaténation des
listes obtenues dans ces diverses récursions. Ces informegieuvent bien évi-
demment étre structurées, par exemple sous la forme d’we,a&b renvoyant un
arbre dont la racine et et dont les fils sont les arbres (éventuellement limités a
une feuille dans le cas d’un systéri#é-indécomposable) renvoyés par chacune des
récursions suf8’ et les systemes;.

Le pseudo-code de f&#/-décomposition est donné a I'algorithr@el

A la ligne 15 de I'algorithme, il faut ajouter le bord d’un systéme quenl®@ retiré

a la ligne d’au-dessus. Le calcul du bord peut sembler a&ses h mesure ou I'on
sait que pour ursCSrigide, la connaissance de I'ensemble des distances point a
point et des angles entre deux droites et entre deux plamsepele caractériser
I'ensemble des solutions. Toutefois, calculer I'ensendlelees informations sur les
entités géométriques communes au systéinet au reste d& peut mener a un
systeme qui, quoique bien contraint, est génériquemertauraint.

L'algorithme de‘W-décomposition en lui-méme n’est pas sensible a la sur-cons
triction générique. Toutefois, si I'algorithmielMRS utilisé est sensible a cela, il est
nécessaire de s’'assurer que le bord calculé n’est pas géeénent sur-contraint.
Rappelons que dans le chapi@nous donnons une méthode de calcul incrémental
du bord, basée sur le témoin elle aussi, qui assure que Ensgstinsi calculé n’est
pas géneériqguement sur-contraint.

La ‘W-décomposabilité d’'un systéme ne présume pas de sa rddéluldncore
faut-il étre capable de résoudre les feuilles, c’est-a-les systeme®/-indécompo-
sables. Le premier exemple de la secio.2termine par exemple sur des feuilles
considérées comme délicates a résoudre, puisqu’il s’agiystemes non construc-
tibles a la régle et au compas, en I'occurence des syst&giague nous avons déja
vu en figurel.12

En revanche, si les system@g-indécomposables sont résolubles par les solveurs

3Cf. section6.3.1p. 139
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13

15

16

Entrées:

S =(C, X, A : Un GCSrigide
Résultat:

Arbre desMRS deS

répéter
Sélectionner une contraintes C
L « liste desMRS de C\c, X, A) identifiés paTdMRS
tant que L contient uniqguement dédRStriviaux faire
L Sélectionner une contraintgui n'a pas encore été sélectionnée
L < liste desMRS de C\c, X, A) identifiés pardMRS

jusqu’a ce que toutes les contraintes aient été testées ou qu’ilyndtRS
non trivial

si L contient uniguement dédR Striviaux alors
| retourner une feuille étiquetée pas

sinon

A « arbre sans fils étiqueté pé&r

pour chaqueS; € L faire
Enraciner laW-décomposition d&; comme fils deA
S—S-§
S« S+ Bs(Si)

Enraciner laW-décomposition d& comme fils deA
retourner A

Algorithme 8.1: ‘W-décomposition
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dont on dispose, alors on a I'assurance de pouvoir assemeller solutions par
des transformations géométriques. Hfek lorsqu’'un sous-system® rigide est
identifié dans un systéme rigid® son bord ne peut pas étre sddsiéfini* (sinon,
cela signifierait queS’ est en libre rotation autour de son unique point commun
avec le reste du systeme, ou en libre translation le longuiegue droite ou de
I'unique plan commun). Par définition du bord,fgiest une solution d&’ et f, est
une solution deS — &’ + Bs_s(8'), il existep € D, ¢(f1) =x, f,, C'est-a-dire que
I'on peut donc déplacer une solution & pour qu’elle soit compatible avec une
solution du systeme o’ a été remplaceé par son bord.

Une autre possibiliféserait de ne pas remplacer ERKS identifiés par leur bord,
mais de les conserver, et de sélectionner tour a tour toegehtraintes pour s'as-
surer d’avoir identifié toutes IedRS stricts. Dans ce cas, toutefois, on obtient une
liste de sous-systemes rigides sans assurance d'étrelealgales assembler. Rien
n'assure, par exemple, que I'on se retrouve dans un cassgy’'(@Owe9], SitHa-
raM [Sit06 ou Sunpe [Sun87 sachent assembler.

8.2.2 Exemples d’application

8.2.2.1 Premier exemple 2D : double K33

lllustrons I'exécution de I'algorithme sur I'exemple defigure8.1a, qui représente
un GCSS D-bien-contraint en 2D. Son graphe de contraintes est 3ec@et pos-
sede deux sous-graphiégs rigides : p; pspsPoPsP7 €t P2P1oP11P12Ps P4 (il S’agit de
systemes comme celui représenté a la figuie), connectés par trois contraintes
de distance. L'ensemble étant rigide, I'algorith@@RS doit renvoyer un unique
MRS. Considérons la sélection de deux contraintes a la gpheel’algorithme8.1:
les contraintes; etc,, représentées en pointillés.

En sélectionnant la contraintg, I'appel aIdMRS a la ligne 3identifie quatreMRS :

les deux sous-systemKs s, et chacune des deux barres rigides entre eux. Ces deux
derniers sont triviaux. En remplagant les deux hexagomggdes par leur bord, on
obtient le systéeme de la figuB1b. Les récursions montrent que le systéme résul-
tant estW-indécomposable (lign&6), comme le sont chacun des deux hexagones
rigides (lignel3).

SiI'on ne sélectionne pas la contrairtemais plutdt la contrainte,, ’lhexagone de

4Cf.théoreme3 p. 71
SPar exemple dans le cas ol I'on ne dispose pas d’une méthooidate d’un bord qui ne soit
pas génériguement sur-contraint etl@MRS est sensible a la sur-constriction générique
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7)
lb Pe P 6

ps

Figure 8.1 - Exemple d'utilisation de la ‘W-décomposition rigide sur un
GCS 2D 3-connexe (les traits représentent des distances point-point) ; a :
GCS dont le graphe de contraintes est 3-connexe fait de deux systemes
K33 connectés par 3 contraintes ; b (resp. c) : systémes obtenus en
remplacant les MRS identifiés par I'algorithme 8.1 par leur bord quand la
contrainte ¢y (resp. Cp) est sélectionnée.

gauche de la figur8.1a (p; pspsPoPspPr) N'est plus rigide. L'appel &dMRS n’iden-
tifie donc, commeMRS non trivial, que I'hexagone de droite de la figusela
(P2P1oP11P12PsP4). Une fois qu'il est remplacé par son bord, on obtient |e &yt
représenté a la figu&1c. Ce systeme esty/-décomposable : dés que la contrainte
sélectionnée sera en dehors de I'hexagone de gauchegccséra identifié comme
rigide et remplacé par son bord, ce qui raménera au systetadigare8.1b.

8.2.2.2 Second exemple 2D : hexagone « de VERROUST »

Etudions maintenant un exemple construit sur un universngéique plus vaste
qgue celui de la figure.1, constitué uniqguement de distances point-point. La fi-
gure 8.2 représente un hexagone rigide qui, comme I'hexagone deueefigl2
n'est pas constructible a la régle et au compas. Il est, eanoke, décomposable
(il est notamment décomposable par la méthodexdiOétendue a un univers géo-
métrique incluant des angles) et nous allons montrer comsieffiectue saW-
décomposition. Les @iérentes étapes sont représentées a la fR)3re

Supposons que la premiere contrainte sélectionnée soilégrp,p:. Comme
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P2 Ps

P3 Ps

Figure 8.2 -Hexagone « de
VERROUST » [VSR92]

le montre la figureB.3a, les MRS du systéme résultant de la suppression de la
contrainte d’angle sont le trianglgspsps, le triangle p.psps, l1a barrep.p, et la
barre p,ps. Ces deux derniers sont des systemes triviaux. Les deuxlegnen
revanche, ne sont pas égaux a leur bord, puisque le bopdles est le systéme
engendré par la distance enprget ps, par exemple.

Le remplacement des de®d4RS non triviaux par leur bord mene au systeme repré-
senté a la figur&.3b. La récursion sur chacun de ddfkS ménera a la conclusion
gu'’ils sont‘W-indécomposables. Concernant la récursion sur le systésndangét

de leur remplacement, la sélection de la contrainte derttistantrep; et p, ou entre

p2 et ps ne menera pas a la détection d’'un alieS non trivial, comme le montre

la figure8.3c. En revanche, si 'on sélectionne la contrainte de distamtee ps et

ps (il en serait de méme avec celle engreet ps), alors [eMRS p, p, ps est identifié

et remplacé par son bord. Cela méne au systeme représent§uads8fgd, qui est
“W-indécomposable.

8.2.2.3 Exemple 3D

Considérons maintenant un exemple en dimension 3, avec lensyde la fi-
gure8.4a. Les segments (pleins ou pointillés) représentent desaiotés de dis-
tance. L'ceil humain y voit un systéme composé d’'une pyrartédedg dont la
base est un quadrilatéraced, gu’elle partage avec un polyédRenon régulier
(autrement, il s'agit d’'un cas dégénéré) ayant deux facasgulaires et trois faces
guadrangulaires (non contraintes a étre planaires).
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P1

3 P3T > P5
Cc d

Figure 8.3 - W-décomposition rigide de I'hexagone « de VERROUST »
(cf. figure 8.2). Voir texte.
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a

Figure 8.4 - ‘W-décomposition rigide d’'un systéme 3D. a : esquisse d'un
systéme rigide ; b : remplacement de la pyramide par son bord (le
systéme résultant est ‘W-décomposable).

L'ensemble est rigide, aussi I'utilisation MRS mene a l'identification de I'en-
semble du systeme. Supposons que I'on sélectionne la cistani est en diago-
nale d’'un des quadrilatereb-€). La pyramide est identifiée comme MRS et
est remplacée par une base de son bord, c’est-a-dire le® quaitraintes de dis-
tance qu’elle partage avec le reste du systéme et deux anésintes, ici des
contraintes d’angle. Le systéme résultant est représdatiégare8.4b.

Le MRS de la pyramide est encofi’-décomposable : siI'on retire 'une des quatre
distances qu’elle partage ave¢ par exemple la distanaze, on identifie comme
rigide une moitié de la pyramidadeg

De méme, 16GCSde la figure8.4b est encoreW-décomposable : si I'on retire la
contrainte entre et f, on identifie comme rigide le polyédedcde

8.3 Extension multi-groupe

8.3.1 Algorithme

L'algorithme deW-décomposition que nous avons présenté a pour objectif-de dé
composer urGCSrigide en ses sous-systemes rigides. Il se base sur unthlgeri
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d’identification des sous-systemes rigides maximaux. [@ette section, nous dis-
cutons une extension multi-groupe de¥-décomposition, c’est-a-dire une ex-
tension décomposant UBCSnon forcément rigide en ses sous-systé@dsen-
contraints ave& un groupe de transformations dans I'ensengplies groupes que
I'on sait gérer.

Pour cela, il est nécessaire de disposer d’'un algorithnexification des sous-
systémes maximaux bien-contraimedulon’importe lequel des groupes de

Identifier des systemes bien contraintsduloles translations ou les rotations est
aisé si I'on dispose d’un algorithme d’identification ddRS, puisqu’il sufit de re-
chercher les$IRS dont une direction est fixée ou dont un point est fixé. La redieer
des systemeS-bien-contraints maximaux en revanche doit étre un algowt a
part. La encore, I'extension de la méthode du témoin prapask sectiorv.1.2
réalise cela pour n’importe quel groupe de transformatitorg on connait les dif-
férents types de repére.

L'algorithme de'W-décomposition en lui-méme nécessite peu de modificatidns :
convient, plutdt que d’'identifier RS, de chercher a identifier les sous-systemes
G-bien-contraints pour chaq@&e G. Comme I'a montré$MO04q,, il est préférable
alors de commencer par le plus petit groupe de transformsafiois de remon-
ter dans les groupes de transformations : on ne teste ung@@ujpe si tous les
groupesG’ c G ont déja été testés. Dans la suite, nous appelons cet ordre pa
tiel 'ordre d’inclusion croissant. Dans notre implantetj les groupes considérés
sont les compositions des rotations, des translationssdi@®@othéties : nous com-
menc¢ons donc par l'identité, puis passons aux rotationgaslations, puis aux
déplacements et enfin aux similitudes.

Lors de la récursion sur un sous-systé@bien-contraint, il est inutile de chercher
a identifier des sous-system@s-bien-contraints sG’ ¢ G puisqu’il ne peut en
exister que dans un cas. Il s'agit du cas spécifique d’'un st qui est a la
fois G-bien-contraint eGG’-bien-contrairft. Dans ce cas, le sous-syste@ebien-
contraint maximal deS estS lui-méme, ce qui signifie que &/-décomposition
de S pour le groupé&s” aura déja étéfeectuée avant I'appel récursif. Ainsi, on peut
avoir 'assurance que, dans I'arbre rendu par 'algoritli@@4’-décomposition, les
fils d’'un nceud donné sont tous bien-contramtsduloun groupe plus grand que le
groupe de bonne constriction de leur parent.

Par conséquent, 'assemblage des fils d’'un nceud dont le gaiponne constric-
tion est dangz pourra s'éfectuer sans dicultés. En éet, le théorem@ nous as-
sure que le bord d’un fil§; par rapport au reste du systeme est un repere@ole

6par exemple aveG les déplacements &’ le groupe engendré par les déplacements et les
symeétries
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groupe de bonne constriction & Les systemes sont donc compatibles pour une
jointure par transformation.

Lors du premier appel a I'algorithme dé’-décomposition multi-groupe, le groupe
de bonne constriction du systeme est inconnu et il est mérasilppe qu’il soit
sous-contraintnodulotous les groupes dg. Il faut donc commencer par une re-
cherche, sans sélection de contraintes, des sous-systgfnies-contraints pour
tous lesG € G dans l'ordre d’inclusion croissant explicité plus hautlgorithme
de‘W-décomposition multi-groupe a proprement parler est altlisé sur ces sys-
temes. Le pseudo-code est donné a l'algoriti@i2e

Entrées:
S=(C, XA :UnGCS
G : Le groupe de bonne constriction 8e
G : Ensemble partiellement ordonné des groupes de transfiorma
considérés
Résultat:
Arbre des sous-systemes 8et de leur groupe de bonne constriction

pour chaqueG’ € G tel que G C G, dans l'ordre d’inclusion croissarftire
L « liste vide
répéter
Sélectionner une contraintes C
L « liste desGCSG’-bien-contraints deG\c, X, A)
tant que L contient uniquement d€3CSG’-bien-contraints triviaux
faire
L Sélectionner une contraintajui n’a pas encore été sélectionnée
L « liste desGCSG’-bien-contraints deG\c, X, A)

jusqu’a ce que toutes les contraintes aient été testées ou qu’ilynait
GCSG’-bien-contraint non trivial
si L contient dessCSG’-bien-contraints non triviauglors
A « arbre sans fils étiqueté pa%,G)
pour chaqueS; € L faire
Enraciner laWW-décomposition d&; comme fils deA
S<S8-S§
S« S+ BS(Si)

Enraciner laW-décomposition d& comme fils deA
L retourner A

// On n’a trouvé aucun sous-systéme non trivial
retourner une feuille étiquetée pdss, G)

Algorithme 8.2: “W-decomposition multi-groupe
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8.3.2 Exemple

Considérons a nouveau le systeme de la fi@u8é€p. 72) et ajoutons une contrainte
fixant la direction de la base du triangle. Le systéme est d@arccontraintodulo
les translations.

La premiére phase de l'algorithme (qui n'apparait pas dapsé¢udo-code donné a
I'algorithme 8.2) consiste a rechercher I84GS pour les diférents groupes consi-
dérés, en commencant par le plus petit groupe. La recherelsgystémes bien
contraintsmodulol'identité, les rotations ou les homothéties sera un écimeis
la fixation d’'un repére pour les translations permet d’idemt'ensemble du sys-
teme. L'algorithmeB.2 est alors exécuté sur ce systeme.

La boucle principale de l'algorithme va donc commencer desctranslations.
Quelle que soit la contrainte sélectionnée, aucun syst@maerivial ne sera iden-
tifié, le seul systéeme bien contraimoduloles translations étant la droite dont la
direction est fournie comme parametre.

La recherche de systemBsbien-contraints maximaux va aboutir a I'identification
du systeme engendré par la contrainte de distance (saqtiocelle-ci a été sélec-
tionnée), qui est un systeme trivial.

La recherche de systemes bien contramixiulola composition des homothéties
et des translations va échouer a trouver des systéemes u@uxrjusqu’a ce que
la contrainte sélectionnée soit la contrainte de distabeesysteme identifié sera
alors celui du milieu de la figur@.3 (plus la contrainte fixant la direction de la base
commune aux deux triangles).

Ce systéeme esW/-indécomposable, le seul systeme maximal que I'on puisse id

tifier étant le triangle inférieur, qui est trivial. Le rerapgkement de ce systeme par
son bord aboutit au systeme engendré par la contrainte @ dés auquel est ajouté

la fixation de la direction de la droite passant par les deuntpoCe systéeme est

“W-indécomposable.

La ‘W-décomposition aboutit donc a la décomposition en dewesyss : un sys-
teme bien contrainnhodulola composition des homothéties et des translations et un
systeme bien-contraimioduloles translations.
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8.4 Analyse

8.4.1 Complexité

Le temps d’exécution de I'algorithme dd#’-décomposition dépend en partie de
I'ordre dans lequel les contraintes sont sélectionnéeseffety si 'on commence
par parcourir des contraintes telles qu’aucun systéme maal th’est trouvé, on
exécute inutilement plusieurs fois I'algorithme d’iddictation desMIGS.

Bien plus encore, le temps d’exécution deWd-décomposition dépend du temps
d’exécution de I'algorithme d'identification dedGS. S’il a une complexité en
O(y), alors la complexité de I'algorithm8.1 est dans le pire des cas (une seule
contrainte permet d’identifier d&ddRS non triviaux et elle est a chaque fois la der-
niere sélectionnée) d@(myl), oul est la profondeur de I'arbre et le nombre de
contraintes. L'algorithme3.2 a une complexité plus élevée puisque le$édents
groupes doivent étre testés. Avpc= |G|, sa complexité dans le pire des cas est
donc deO(lymp).

L'algorithme que nous utilisons, basé sur la méthode du ii@naoune complexité
enO(nPn), ol n désigne classiquement le nombre de colonnes de la matriee — |
nombre de degrés de liberté du systeme mé¢ nombre de lignes — le nombre
de contraintes. La complexité de I'algorithr8el est donc dans le pire des cas de
O(nmenl). L'algorithme8.2a quant a lui une complexité dmnpl).

8.4.2 Pouvoir de résolution

La puissance de résolution de notre algorithme dépend &moemt de la fiabilité
de I'algorithme d’identification des sous-systemes biertr@ints : si cet algorithme
eéchoue a identifier tous 18dGS, la ‘W-décomposition ne sera pas compléte, de
méme que si des sous-systémes sont classés comme bienntsmtias qu’ils ne

le sont pas, lal’-décomposition ne sera pas correcte.

Cela étant, la puissance de 1/-décomposition réside précisément dans le fait
gu’elle ne dépend pas d’'une seule méthode d’identificatesMGS. La “W-dé-
composition peut ainsi facilement étre utilisée dans uwcbitacture multi-agent,
afin de profiter des puissances d’identification déédentes méthodes et ce quel
gue soit le paradigme de ces méthodes : a base de regles,naboitad, symbo-
lique, numérique voire hybride. Il est néanmoins impor@atgarder en téte que
la complexité de laW-décomposition est alors en(mlY) (O(IYmp dans le cas
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Figure 8.5 - Systeme “W-décomposable 2D (le systeme coloré en bleu est
rigide)

multi-groupe) si la méthode d’identification dek&GS la plus colteuse est €X(Y).

En utilisant, pour l'identification deBIGS, notre méthode basée sur le témoin dé-
taillée au chapitre/, nous avons la certitude de disposer d’'un algorithme de dé-
composition plus puissant que les algorithmes de la litiéeaet ce pour plusieurs
raisons :

— tout d’abord, il est indépendant de la connexité du grapgheahtrainte. Par
exemple, la figurd.5donne un exemple d'uGCSdont le graphe de contrainte
est 4-connexe et qui es¥’-décomposable, et ce quel que soit le systeme coloré
en bleu, du moment gu’il est rigide. On peut de méme généraxample de
systemen-connexeW-décomposable pour n'importe quelle valeunde

— de plus, il n’est pas basé sur une formation de clustersoisrémplace le sys-
téme coloré en bleu de la figudes par le systeme de la figuBe6, les méthodes
actuelles échouent & décomposer, alors qué’k@lécomposition détecte la rigi-
dité du systeme en bleu et le remplace par son bord.

Il est facile de voir par exemple que

— tous lesGCSdécomposables par la méthode d& [Owe9] sontW-décompo-
sables, puisque les paires d’articulation sont détectéesyppression d'une
contrainte ;

— tous le€lGCSqui sont décomposables par une méthode de formation derctust
sur la recherche de parties rigides minimales sont égalkemedécomposables.

La décomposition ultime consiste a fournir un systeme diéqus triangulaire.

Pour tous les systémes algébriques, la décompositionmdeVR; [CG9( ou les

bases de &osner [Buc89 permettent de telles décompositions mais elles sont in-

utilisables en pratique dans le domaine d€AO, de par leur complexité algorith-
mique.

La ‘W-décomposition utilisant I'identification basée sur le tdmn’est pas aussi
puissante que ces meéthodes algébriques puisqu’il esthb@sie construire une
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Figure 8.6 - Systeme Figure 8.7 - Systeme
“W-indécomposable 2D “W-indécomposable 2D avec
un nombre d’entités
géomeétriques arbitraire

famille infinie de systemes de contraintéd-indécomposables comme celui repré-
senté a la figuré.7 : il N’y a aucune contrainte dans ce systéme dont le retrait
produit unMGS plus grand qu’un systeme induit par une distance pointtp®ou-
tefois, ce type d&CSest plutdt rare dans la pratique.

8.5 Correction et complétude

L'algorithme de‘W-décomposition remplace explicitement un sous-systee-id
tifie commeG-bien-contraint par son bord. Le théore@@ous permet en outre
de nous assurer que les sous-syste@wgen-contraints identifiés partagent Ga
repére avec le reste du systeme et que I'on sera donc towjapable d’assembler
les solutions des sous-systemes ensemble.

La ‘W-décomposition est donc correcte et compléte a conditi@nlgs solveurs
utilisés pour résoudre les systemdsindécomposables soient corrects et complets.
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Nous avons proposé une extension de la méthode du témoirefpientnl’identi-
fication des sous-systeme&sbien-contraints NIGS) d’'un systeme quel que soit
son niveau de constriction. Nous avons fourni des pistes gftectuer cette iden-
tification dans les graphes deflux sans avoir recours au témoin et montré les
limites de ces pistes. Nous avons adapté les algorithmeamdengtrisation de la
partiell pour prendre en compte l'information de@abonne-constriction de sous-
systemes. Nous avons également déduit de la méthode dficktidn desMGS
I'algorithme de‘W-décomposition qui décompose un systéBbien-contraint en
ses sous-systémes stri@shien-contraints.

Parmi les perspectives de ces travaux se trouve natureltdeneecherche de con-
tournement des limites que nous donnons pour l'identificaties sous-systemes
G-bien-contraints sans avoir recours au témoin. Mettre ot pme telle méthode
permettrait de sensiblement améliorefiieacité de nos algorithmes : leur com-
plexité est actuellement dominée par celle de la méthodérdaih, nécessaire pour
assurer que I'ajout d’'une contrainte n'amene pas une wstgotion générique.

En connaissant le groupe de bonne constriction déérents sous-systemes, nous
pourrions verifier la non redondance d’une nouvelle conteagn vérifiant qu’il ne
s’agit pas d’'une contraint8-invariante concernant des entités géométriques appar-
tenant a un méme syster@ebien-contraint.

L'extension des algorithmes de paramétrisation tiranti jplgr la connaissance du
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groupe de bonne constriction de sous-systemes n’est élleenpas fiable en cela
gu’elle tombe dans le piege de la caractérisation desk et échoue donc a recon-
naitre la sur-constriction générique dans un systeme cocetnede la « double-
banane ». Un ajout de connaissances géométriques poureagir&isage en utili-
sant un décompte des degrés de liberté en séparant les dediésrté en rotation

et les degrés de liberté en translatimg92. Pour étre intéressante, cette approche
doit rester dans la lignée de nos travaux et ne pas favoeseldplacements dans le
raisonnement géomeétrique. Pour cela, il est nécessaireedermne réflexion sur
les degrés de liberté en homothétie et la caractérisatiomodibre de ces degrés.

En outre, les algorithmes de paramétrisation, méme argélipour tenir compte
des informations d&-bonne-constriction de sous-systemes, ne profitent paas de |
puissance de résolution des méthodes de décompositionte§aet échouent par
exemple & mener a un plan de construction strict pour desragstdécomposables
par la méthode d’@e~ mais dont le bord des sous-systémes n’'apparait pas explici-
tement dans I&CS Pour corriger cela, il est nécessaire d’ajouter une cesaace
géométrique en remplacant un sous-systéme dont on coengiiblipe de bonne
constriction par son bord. Une telle opération est aisés agraphe d&-flux : il
sufit de
— retirer les nceuds de contrainte du sous-systéme ainsegmeduds d’entité géo-
métrique n'appartenant pas au bord;
— amener les nceuds d’entité géométrique du bord a satueri@ugmentant si
besoin leur degré de repére ;
— utiliser I'algorithme d’ajout de contrainte pour rajoutge a une les contraintes
du bord.
Il faut bien entendu faire attention, dans la derniere étapse pas créer de sur-
constriction générique lors de I'ajout du bord. Or ceci ¥8de pour le moment
I'interrogation du témoin. Il faut donc également étre dadpaen restant dans un
processus de calcul incrémental, de mettre a jour la matecebienne pour tenir
compte de la suppression des contraintes du sous-systéentdiécommes-bien-
contraint. Une telle extension de la méthode du témoin gestettre au point.
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Ce n’est pas parce qu’un probléme n’a pas été résolu qu'il
est impossible a résoudre
— Agatha Christie, romanciére britannique

Dans ce manuscrit, nous nous sommes intéressé a la déctimpesia la para-
métrisation de systemes de contraintes géométriquescentisints, avec le point
de vue multi-groupe amenant a considérer la bonne congtrialativement a des
groupes de transformation. Nous avons rappel€, dans la patvtmment se forma-
lisaient les systemes de contraintes géométriques etdpérations et avons donné
un apergu des méthodes de résolution existantes en mettaotent particulier sur
les articles traitant de systémes sous-contraints. Noussaensuite proposeé, dans
la partiell, des algorithmes incrémentaux de paramétrisation conddiead’'un
systéme de contraintes géométriques et une méthode powdeiral un plan de
construction par blocs. Nous avons enfin abordé, dans lee pértla décomposi-
tion de systemes de contraintes géométriques et l'ideatiibic des sous-systemes
bien contraintsnoduloun groupe connu.

Ces travaux proposent une nouvelle approche des systemestiairttes géome-
triques sous-contraints, généralement considérés coremsystemes a corriger :
nous les considérons comme des systémes susceptibles rite décobijet final

dont le niveau de constriction correspond aux attentes doeggeur. Nous repre-
nons I'approche multi-groupe et proposons d’'une part ds namener a un nombre
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fini de solutions en fixant un repere et d’autre part en idemtifies sous-systémes
bien contraints maximaux.

1 Contributions

Nos travaux ont mené a la mise au point d’algorithmes incréaux, de complexité
guadratique, permettant de calculer une paramétrisaborbimatoire d'unGCS
sous la forme du nombre de degrés de liberté a fixer pour clearjiié géometrique.
Ces algorithmes sont fondés sur les grapheR-flex, qui sont des graphes bipartis
entités-contraintes dans lesquels nous ajoutons, pogueh@oeud correspondant a
une entité géométrique, un nceud de repére dont la saturaéisipas impérative.
Ceci permet de simuler la fixation d’'un nombre quelconque dgédede liberté.
Nous adaptons des algorithmes de calcul d’'un couplageipadba graphes d&-

flux pour trouver une configuration du flux saturant tous lesdagele contrainte et
d’entité. Les degrés de repére des nceuds d’entités nousdseint une parametri-
sation combinatoire dGCS Nous proposons un algorithme de modification de la
configuration du graphe d@-flux permettant une modification a la volée de la para-
métrisation. Nous montrons également comment prendrerepteda connaissance
du groupe de bonne constriction de sous-systemes dangig dalla paramétrisa-
tion.

Nos algorithmes de paramétrisation sont sensibles a laohstriction générique.
Nous proposons donc un algorithme incrémental de déted&onontraintes re-
dondantes, utilisant I'analyse de la matrice Jacobiennsydteme de contraintes
géométriques évaluée en un témoin, ayant la méme complgxéd’interroga-
tion classique du témoin. Nous en déduisons une méthodeldd déune base
du bord d’'un systéme par rapport a un autre systeme, pemh&tteemplacement
d’un sous-systeme par son bord en assurant que le résd@safpas génériquement
sur-contraint. Nous montrons que ce remplacement perrassdrer la correction
et la complétude des méthodes de décomposition.

Nous proposons un algorithme d’identification des sougesyss rigides maxi-
maux, utilisant lui aussi une analyse de la matrice Jacokigvaluée en un té-
moin. Nous I'étendons en un algorithme d’identification gegs-systemes-bien-
contraints maximaux pour tous les grouggslont on connait les types de repére.
Nous proposons une version incrémentale de cet algorithimes proposons des
pistes pour identifier les sous-systen@bien-contraints dans le graphe &elux
sans faire appel au témoin et montrons les limites de cetieoape. Nous pro-
posons une méthode de décomposition générale @GS G-bien-contraint en
ses sous-systemes stri@ghien-contraints maximaux, appelé€-décomposition,
fondée sur l'identification deMIGS apreés retrait d’une contrainte.
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2 Bilan

Les algorithmes de paramétrisation fournissent une listeaibre de degrés de
liberté a retirer a chaque entité géométrique pour revenir aombre fini de solu-
tions. L'interprétation géométrique de cette paraméineacombinatoire permet de
donner un retour visuel a I'utilisateur concernant la flditédode I'objet décrit par
le systéme de contraintes géomeétriques : en sachant quets goivent étre fixés
dans I'espace, quelles directions doivent étre explisjtagtilisateur sait aussi quels
éléments géométriques sont mobiles.

L'algorithme d’identification des sous-system@shien-contraints maximaux per-
met d’indiquer a I'utilisateur quelles sont les parties ‘@bjet qui sont solidaires
les unes des autres : quels sous-systemes sont rigides sguetsystemes peuvent
étre mis a I'échellegtc.

La méthode de vérification incrémentale de la redondanceedaontrainte nous
permet d’assurer que I'objet congu n’est pas génériquemartontraint et d'aver-
tir lutilisateur lorsqu’il ajoute une contrainte suscige d’empécher I'existence de
solutions dans I'espace euclidien. Ces contraintes redawesl@euvent étre conser-
vées pour servir durant le parcours de I'espace des sodtBrnsélectionnant uni-
quement les figures qui respectent ces contraintes.

Si le plan de construction (que I'on déduit de la paramétaagcontient des sous-
systemes a plusieurs entités géometriques qui doivent@tstruits atomiquement,
I'algorithme de“W-décomposition nous permet de décomposer ces sous-sgsteme
jusqu’a obtenir des systemedissamment simples pour étre construits directement
ou pour étre résolus numériquement avec une erreur failele.pkopriétés de la
“W-décomposition, associées a la démonstration des camglitie correction et de
complétude des méthodes®-décomposition, nous autorisent a assurer que nous
trouvons toutes les solutions et uniquement des solutéoendition que les mé-
thodes de résolution des systemé&sindécomposables soient elles aussi correctes
et complétes.

L'incrémentalité de tous nos algorithmes, qui ne s’accagnpal’aucun sur-codt de
complexité ni en temps ni en espace, favorise une modélisathr essgerreur :
I'utilisateur réalise une esquisse initiale et obtient etour visuel sur le niveau de
constriction du systeme de contraintes géomeétriques.ull @esuite, si le résultat
ne lui convient pas, modifier 'esquisse, la paramétrigasie mettant a jour auto-
matiquement.

Dans cette démarche, tous les systemes de contraintes tgi§oiegsont manipulés
de maniere homogene, gu'ils soient rigides, bien-consanoduloun autre groupe
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gue les déplacements ou sous-contraimbsluloles groupes de transformation ob-
tenus par composition des rotations, des translationssgtal®othéties.

3 Interfaces intuitives de modélisation par contraintes

Nos travaux permettent d’envisager la mise au point de ieigicle modélisation
par contraintes accessibles a des utilisateurs non expegptatir des éléments vi-
suels sur le niveau de constriction, de la décompositioroas-systeme&-bien-
contraints maximaux et de la donnée d’un plan de constmgidoameétre.

Sur lillustration de la figure8.8, nous avons représenté ce que pourrait étre le re-
tour visuel dfert par notre paramétrisation dans un modeleur géométéduase

de contrainte’s Nous imaginons ici que I'utilisateur a spécifié les canasti§ues
techniques d’'une voiture au moyen de contraintes géomésiguis a fourni un
plongement courbe précis auxXtérentes parties du véhicule.

Le logiciel deCAO fournit un dessin a I'’échelle respectant les contraintgmsges
par l'utilisateur. Il ajoute, sur cette figure, une reprdagan graphique (en rouge
sur la figure8.8) de la paramétrisation calculée. Ici, il indique qu'il fdixer :

— la position dans I'espace du pare-chams (

— une direction sur chaque roug€tc) ;

— une direction sur la portierel);

— une direction sur la poignée)(

— une direction sur le cache du réservé)r, (

— une direction sur le capog);

— la hauteur de la vitrenh|.

Avec ces indications, l'utilisateur a une premiére intuitides parties du véhicule
qui sont en mouvement. Pour compléter cette intuition, Houmdiquons quels
sont les éléments dont la position dépend d’'un élément daaep’identification
des sous-systémes rigides maximaux nous permet en outug iddiquer quelles
sont les diférentes parties rigides. La figuBe9 montre par exemple ce que pourrait
indiquer le modeleur lorsque I'utilisateur sélectionndit@ction posée sur le capot.
L'utilisateur voit ainsi que le capot est un élément rigidejee changer la valeur
donnée a la direction déplace l'intégralité du capot.

La donnée d’'un plan de construction paramétré permet deleales solutions a
partir d’'une valuation des parametres. Elle peut donc éuzié permettre de faire

"Nos algorithmes ne $liraient en réalité pas a obtenir cette paramétrisation, ldamgsure ol
un grand nombre des contraintes imposées dans la concefiorvéhicule sont des contraintes
de non intersection de volumes, que nous ne prenons pas utecaar elles relevent plus de la
simulation mécanique que des constructions géométriques.
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Figure 8.8 - Exemple de retour visuel possible avec notre paramétrisation

Figure 8.9 -Exemple de retour visuel possible avec I'identification des
MRS
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Figure 8.10 -Exemple de retour visuel possible avec un plan de
construction paramétré

varier les valeurs des parameétres et de mettre a jour inteyaent lgdles solu-
tion(s). L'utilisateur peut alors vérifier I'intuition quiei offrent la paramétrisation
et l'identification des sous-systemes bien contraints Etgénnant un élément de
repere et en en modifiant la position. Cette approche estrdésoclassique dans les
logiciels de géométrie dynamique tels que GeoGeBraj, Cabri GéometreCal
ou Cinderella Cin].

Il est méme possible d’envisager de faire varier automatiggnt les valeurs des
parametres pour générer une animation qui permet a latlig de visualiser un
sous-espace des solutions et ainsi d’avoir une excelletuéion des libertés de
mouvement des fférentes parties de I'objet décrit par le systéeme de comgsin
géomeétriques. La figur@.10donne un exemple d’une telle animation, ou le mode-
leur fait varier d’une part la direction positionnant le badu réservoir par rapport
au reste du systeme et d’autre part la hauteur de la vitre.

Un tel modeleur permettrait a I'utilisateur un parcoursiitit de 'espace des solu-

tions en lui proposant plusieurs modalités de parcours :

— en faisant varier les valeurs des parametres, I'utilisatisualise les mouvements
autorises;

— en ajoutant une contrainte, I'utilisateur sélectionnesans-ensemble des solu-
tions qui satisfait une condition particuliere.
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4 Perspectives

En plus des perspectives que nous avons évoquées en condalesitrois partiés
un certain nombre de travaux complémentaires soffifegteer pour permettre les
horizons applicatifs que nous venons d’évoquer.

Ainsi, nous avons évoqué que des mécanismes étaient catanssle domaine de
la géométrie dynamique, pour réinterpréter interactivetrna plan de construction
lorsque I'utilisateur modifie les valeurs des parameétresitdfois, contrairement
aux logiciels de géométrie dynamique, nous nous situons darcadre applicatif
ou l'utilisateur n’a pas explicitement donné un plan de tamsion, mais ou celui-
ci est calculé par le modeleur. En fonction de la paraméimisaalculée, les entités
géométriques dont la position dépend d’'un élément de reg@maé ne sont pas
les mémes. Il est donc possible, lorsque I'utilisateur deseaa modifier la valeur
d’'un élément de repére, que la liste des entités géomésridomet la position est
recalculée ne corresponde pas a ce qu'il veut. Sur I'exedgi@é plus haut de la
paramétrisation d’une voiture, si l'utilisateur translaers le bas le point fixant le
pare-chocsd sur la figure8.8), faut-il opérer une translation sur I'ensemble de la
voiture ou doit-on chercher, par exemple, a conserver imgpéa la position du haut
de la vitre ?

Lorsqu’un élément de repere change de valuation sur dendntetilisateur, on
peut avoir a recalculer la position d’'une entité géomeégiqui dépend également
d’autres éléments de repére. La question peut alors se gesépportunité de
modifier aussi les valeurs de ces éléments de repéere. Sunladi@, si I'utilisateur
modifie la direction de la portiére], 'ensemble de la portiére va subir une rotation
centrée sur I'axe du mécanisme reliant la portiere au reska ebiture. Faut-il alors
opérer cette méme rotation sur la direction de la poigeg@ §i non, que faire
lorsque le changement de la valeur d’un élément de reperéamap’existence de
solutions sans faire varier d’autres éléments de repére ?

Ces problémes sont fortement liés a la précocité désrdnts éléments de repére
dans IeDAG déduit de la paramétrisation. Les questions se posent done défi-
nition liant des entités géométriques a un elément de repéépendamment de la
précocité de ces éléments de repére ou de la mise au poigppdthimes permettant
de modifier leR-flot sans modifier la paramétrisation afin de minimiser lapcéé
d’un élément de repere donné.

Une autre question liée a la liste des entités géométriquesiderées comme deé-
pendantes d’'un élément de repéere donné est celle des nésdiilissocier visuel-

8Cf.pp. 83, 149et191
9Cf. définition53 p. 124
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lement I'élément de repére a cette liste. La fig8r@ illustre I'association d’'un

élément de repére a un sous-systéme bien contraint maxima@,dans le cas de
chaines articulées avec plusieurs éléments de reperassticiation est moins évi-
dente. Elle pourrait passer, par exemple, pdfi€hage d’'un squelette du systeme.

Nos travaux ont montré que considérer de maniére homogsisgdeemes de con-
traintes géométriques sous-contraints et bien-consiaavec le point de vue de
I'invariance par groupe de transformations, ouvrait lag@ardes logiciels de modé-
lisation par contraintes plus intuitifs : en complémenteapproche de résolution
incrémentale, notre démarche permet fataine conception par esgareur grace
a des retours visuels donnant a I'utilisateur une intuidomiveau de constriction
de I'objet qu'il a décrit.
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ANNEXE A

ASPECTS APPLICATIFS

Un probleme créé ne peut étre résolu en réfléchissant de
la méme maniéere qu'il a été créé
— Albert Einstein, physicien

Cette annexe décrit le contexte dans lequel les algorithie#sldans ce mémoire
ont été implémentés. Nous commencons par décrire le lardmglescription de
systémes de contraintes géométriques développé danggatpe préalablement a
nos travaux (sectioA.1) puis décrivons brievement la structure de la plate-forme
de résolution d&CSdéveloppée par Pascalaus (sectionA.2). Enfin, nous pré-
cisons quelles ont été les contributions a ces élémentsfdiirant nos travaux
(sectionA.3).

A.l GCML

Le Geometric Constraint Markup LanguagegML) est un méta-langage basé sur
XML, mis au point dans le cadre des travaux dexy¥ et al. [Win05, WSMFO04.
Basé sur la méme approche d@€Sque la formalisation évoquée aux chapittes
et 3, ce langage permet de décrire I'univers géométrique cénéiet de donner un
énonceé syntaxique.

Le GCML permet de définir la syntaxe du cadre de résolution en donnant

— un ensemble de sortes;

— un ensemble de symboles fonctionnels;

— un ensemble de symboles prédicatifs.

Les symboles fonctionnels sont caractérisés par leuretrlgur co-arité. Les sym-
boles prédicatifs sont caractérisés par leur arité.

Ainsi, par exemple, le code suivant décrit la syntaxe aséapour un univers consi-
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dérant des points, des droites et des cercles et permettdatsection de deux
cercles ou d’une droite et d’'un cercle, ainsi que des canaide distance entre
points, d’angle entre droites et d’incidence a un cerclewstedroite.

<syntax>
<sorts>
point line circle length angle
</sorts>

<fsymbols>
mkpoint : -> point
mkline : -> line
mkcircle : point length -> circle
intercl : circle line -> point
intercc : circle circle -> point
</fsymbols>

<psymbols>
on_pc : point circle
on_pl : point line
dist_pp : point point length
angle_l1 : line line angle
</psymbols>
</syntax>

Nous ne détaillons pas ici la syntaxe correspondante, m@€ML permet égale-
ment de décrire un ensemble d’axiomes et de régles de cotisiru

Toujours dans la description de I'univers géométrigu&@ML permet d’expliciter
les sémantiques associees &GS Ainsi, le code suivant décrit partiellement trois
sémantiques associées a la syntaxe précédente.

<semantics>
<semantic type="aggregate" language="C++">
<point>
float x, y, z;
</point>
</semantic>

<semantic type="algebraic" language="Maple'>
<distpp>



GCML 205

solve({x1-x2)42 + (yl-y2)22 = k*2});
</distpp>
</semantic>

<semantic type="visualization" language="C++/0OpenGL'">
<point>
glPushMatrix();
glTranslatef(x,y,z);
glutSolidSphere(0.1,32,32);
glPopMatrix();
</point>
</semantic>
</semantics>

Enfin, le GCML permet de décrire, une fois I'univers géométriqgue donnéysna
teme de contraintes géométriques. Voici, par exemple,de décrivant [&CSde
la figurel.1, a partir de l'univers géométrique décrit ci-dessus :

<gcs>
<unknowns>
point pl p2 p3
line 11 12 13
</unknowns>

<parameters>
length k1 k2
angle a

</parameters>

<constraints>
on_pl(pl, 11)
on_pl(p2, 11)
on_pl(p2, 12)
on_pl(p3, 12)
on_pl(p3, 13)
on_pl(pl, 13)
dist_pp(pl, p2, k1)
dist_pp(p2, p3, k2)
angle_11(11, 13, a)

</constraints>

</gcs>
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GCLib ] [ GeomLib
\t ClnstancesLﬁ

[ GCMLLib ]
[ KBSLib ]

Figure A.1 - Structure de la plate-forme de modélisation pré-existante

Pour plus de détails sur 8CML, gu'’il s'agisse de sa syntaxe ou de ses avantages
applicatifs, le lecteur pourra se référeNain05].

A.2 Plate-forme de modélisation par contraintes

Pour ce qui concerne I'implémentation, nos travaux se sotstdans le cadre d’une
plate-forme de modélisation par contraintes développéé+enpréalablement a
notre projet de recherche, principalement par Pasaaiivet Arnaud kere. Cette
plate-forme contient d’'une part un ensemble de librainEgiques a la résolution
de systemes de contraintes géométriques, d’autre partsemdhe de solveurs.

Les librairies constituant la base programmatoire de leeglarme sont :

— la GCLib;

— la GeomLib;

— la GClinstancesLib, qui dépend des deux librairies ci-dessu

— la GCMLLIb, qui dépend de la GClinstancesLib;

— et la KBSLib, qui dépend de la GCMLLIb.

L'organisation des librairies est synthétisée a la fighife La GCLib et la GeomLib
sont les deux librairies de niveau 1, qui ne dépendent dizitibrairie interne a la
plate-forme.
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La GCLib (Geometric Constraints Library) est la librairie défsant I'ensemble des
classes correspondant aux notions d’'univers géomeétrigumbole, sorte, termes
prédicatifs et fonctionnels (dont les variables), sigratualuation, groupe de trans-
formation, plan de construction et enfBCS

La GeomLib (Geometry Library) définit les éléments géomées usuels du plan
et de I'espace : points, droites, cerles, plans, sphéregjues, vecteur et mesures
(représentant les métriques associées aux contraintes).

La GClinstancesLib (Geometric Constraints Instances Libratijise les deux li-
brairies précédentes pour créer des objets geomeétriquesrigepoint, droiteetc.
et instancier des groupes de transformation classiquéi¢nos, translations, ho-
mothéties, isométries directes, similitudes).

La GCMLLib (GCML Library) définit des outils d’analyse syntaxique de code
GCML et de compilation en code++ d’objets de classes définies dans la GClins-
tancesLlib.

La KBSLib (Knowledge-Based Solver Library) — que nous n’avpas utilisée
durant nos travaux — fournit comme son nom l'indique un erdemi’outils utilisés
par les solveurs basés sur des systemes experts.

Les librairies de la plate-forme ne sont dépendantes disutibrairie externe.

A coté des librairies, la plate-forme contient un certaimbee de solveurs. Au dé-
but de notre projet, les solveurs disponibles étaient uvesolutilisant la méthode

de Newton-RaPHSON, UN solveur a base de regles utilisant les algorithmes mis au
point durant le projet de recherche doctoral de Pascahiv [Mat97] et un sol-
veur par reparamétrisation concu durant le projet de rebleedoctoral d’Arnaud
Fasre [FabO04§.

A.3 Contributions

Les contributions a la plate-forme développées durantdgpde recherche ont été

les suivantes :

— la FlowLib, de niveau zéro, qui permet de créer et manipiésrgraphes dg-
flux;

— la GPatLib (Geometric Patterns Library), développée parsiagiaire de licence
de mathématiques, étendant la GCMLLIb afin de proposer umagede descrip-
tion de motifs dans des systemes de contraintes géométrique

— des extensions du GCML pour la GPatLib (mises au point aeftsadu méme
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stage)

— une sémantique complémentaire incluse dans la GClnstahcesrmettant de
calculer la Jacobienne évaluée en un témoin @@Set de I'exprimer a l'aide
de la librairie GiNaC (5in], mise au point par Jean-Davick&vaux a travers un
stage de licence d’informatique puis lors d’un Travail diti¢ et de Recherche
(TER) en premiere année de master d’informatique ;

— un solveur utilisant la sémantique ci-dessus pour identiéis parties rigides
maximales d'unGCS également mis au point par Jean-Davieh&aux durant
son TER.



ANNEXE B

ASPECTS BUDGETAIRES

Si tu te résous toi-méme, le probléme du monde est résolu
— Henry de Montherlant, écrivain

Notre projet de recherche a été mené durant quatre annégsinagu Laboratoire
des Sciences de I'Informatique, de I'lmage et de la Téladiéte (LSIIT, UMR
CNRS - UdS 7005). Ses acteurs ont principalement été I'autepirdsent manuscrit
et ses deux encadrants, Pascatik et Pascal Gireck.

Le colt consolidé du projet est ainsi approximativement&eO0€, incluant

— les ressources humaines (env. 200600

les infrastructures (env. 30 0@&) ;

les déplacements (env. 3560);

les formations (env. 2508);

I'équipement scientifique (env. 2 0&) ;

— les frais professionnels (env. 3 060).

Les bailleurs de fonds de ce projet sont principalementigsiigpuisque les recettes
proviennent

— du Ministére de 'Enseignement Supérieur et de la Rechdarive 204 00G) ;

— de la Région Alsace (env. 32 0€&) ;

— du Centre National pour la Recherche Scientifique (env. 3800

Les recettes restantes se partagent entre quelques sporthgstriels des activités
de formations de I'Université de Strasbourg (env. 1 )@t entre les frais profes-
sionnels que constituent les frais d’inscription univiaiise annuels (env. 1 468 au
total).

Les deux graphes suivants illustrent la répartition desttes et des dépenses.
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TABLE DES ACRONYMES

CAO Conception Assistée par Ordinateur

CFC Composante Fortement Connexe

DAG Graphe Orienté Acyclique angl. : Directed Acyclic Graph
DOR Degré De Rigidité -angl. : Degree Of Rigidity

GCML Geometric Constraint Markup Language

GCS Systeme de Contraintes Géométriqguesgl. : Geometric Constraint
System

MRS Sous-systéeme Rigide Maximalangl. : Maximal Rigid Subsystem

MGS Sous-systemé-bien-contraint Maximal -angl. : Maximal
G-well-constrained Subsystem
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Résumé

Larésolution de systémes de contraintes géométriques (&@&ir objectif de pro-
duire des figures qui respectent une description technioumie par I'utilisateur
sous la forme d’'une esquisse cotée. Le GCS donné par I'ieilispeut étre bien
contraint (il décrit un nombre fini non nul de figures), soostcaint (une infinité
de figures) ou sur-contraint (aucune solution).

Classiqguement, les systemes sous-contraints sont coésidémme des cas d'er-
reur que l'utilisateur doit corriger en ajoutant des cointiess. Nos travaux proposent
une autre approche, qui est celle de chercher a résoudrerdersnhomogene tous
les systémes de contraintes géométriques qui ne sont pasrauaints.

Pour cela, nous proposons des algorithmes de paramémisgtii indiquent quels
éléments du systeme doivent étre fixés pour gu'il y ait un rrerfibi de solutions,
et des algorithmes de décomposition, qui permettent difiemles sous-systemes
bien contraints.

Ces outils ouvrent la voie a des logiciels de modélisatiorcpatraintes accessibles
a des utilisateurs non-experts : ils permettent des retosuels intuitifs sur le ni-
veau de constriction du systeme. Comme nos algorithmes somnentaux, ils
permettent une approche par eg=aeur ou l'utilisateur corrige I'esquisse au fur et
a mesure de la résolution.

Abstract

Solving geometric constraint systems (GCS) aims at yieliqwges which respect
geometric requirements given by the user under the form @fchnical sketch.
The GCS given by the user can be well-constrained (it descab@on-zero finite
number of figures), under-constrained (an infinity of figliresover-constrained
(no solutions at all).

Classically, under-constrained systems are considered@s ¢ be corrected by
the user. Our work proposes another approaehtry to homogeneously solve all
non-over-constrained systems.

For that, we propose parameterization algorithms : theicatd which elements of
the system need to be anchored for there to be a finite numbslaions; and
decomposition algorithms, which allow to identify wellfsirained subsystems.

These tools open the way to constraint-based modelers \ahécaiccessible to non-
expert users : they give intuitive visual feedback aboutthestrainedness level of
the system. Since our algorithms are all incremental, thieyvaa trial and error
approach : the user corrects the sketch as the resolutian goe
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