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Résumé

La résolution de systèmes de contraintes géométriques (GCS)a pour objectif de pro-
duire des figures qui respectent une description technique fournie par l’utilisateur
sous la forme d’une esquisse cotée. Le GCS donné par l’utilisateur peut être bien
contraint (il décrit un nombre fini non nul de figures), sous-contraint (une infinité
de figures) ou sur-contraint (aucune solution).

Classiquement, les systèmes sous-contraints sont considérés comme des cas d’er-
reur que l’utilisateur doit corriger en ajoutant des contraintes. Nos travaux proposent
une autre approche, qui est celle de chercher à résoudre de manière homogène tous
les systèmes de contraintes géométriques qui ne sont pas sur-contraints.

Pour cela, nous proposons des algorithmes de paramétrisation, qui indiquent quels
éléments du système doivent être fixés pour qu’il y ait un nombre fini de solutions,
et des algorithmes de décomposition, qui permettent d’identifier les sous-systèmes
bien contraints.

Ces outils ouvrent la voie à des logiciels de modélisation parcontraintes accessibles
à des utilisateurs non-experts : ils permettent des retoursvisuels intuitifs sur le ni-
veau de constriction du système. Comme nos algorithmes sont incrémentaux, ils
permettent une approche par essai/erreur où l’utilisateur corrige l’esquisse au fur et
à mesure de la résolution.

Abstract

Solving geometric constraint systems (GCS) aims at yieldingfigures which respect
geometric requirements given by the user under the form of a technical sketch.
The GCS given by the user can be well-constrained (it describes a non-zero finite
number of figures), under-constrained (an infinity of figures) or over-constrained
(no solutions at all).

Classically, under-constrained systems are considered as errors to be corrected by
the user. Our work proposes another approach,i.e. try to homogeneously solve all
non-over-constrained systems.

For that, we propose parameterization algorithms : they indicate which elements of
the system need to be anchored for there to be a finite number ofsolutions ; and
decomposition algorithms, which allow to identify well-constrained subsystems.

These tools open the way to constraint-based modelers whichare accessible to non-
expert users : they give intuitive visual feedback about theconstrainedness level of
the system. Since our algorithms are all incremental, they allow a trial and error
approach : the user corrects the sketch as the resolution goes.
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I

Il n’est pas de problème dont une absence de solution ne
finisse par venir à bout
– Henri Queuille, homme politique français

1 Contexte

L’ordinateur est aujourd’hui indispensable dans tous les travaux de conception tech-
nique, de l’architecture à la mécanique. Les technologies de l’informatique gra-
phique permettent ainsi de s’immerger dans un environnement en relief, de numéri-
ser des objets planaires ou tridimensionnels ou encore de simuler des phénomènes
lumineux complexes. En particulier, les outils de modélisation géométrique et de
Conception Assistée par Ordinateur (CAO) permettent à l’utilisateur de concevoir
sur l’ordinateur des objets en donnant sa topologie ou en modélisant interactivement
la forme au moyen de courbes et de surfaces.

La manipulation directe des courbes et surfaces peut s’avérer délicate, en particu-
lier dans les cas où l’utilisateur conçoit un objet dont il connaît des caractéristiques
techniques mais ignore la forme. Afin de rendre la conceptionplus intuitive, les
méthodes de modélisation déclarative sont donc apparues, permettant à l’utilisateur
de décrire l’objet et d’attendre de l’ordinateur qu’il lui fournisse des représenta-
tions graphiques satisfaisant cette description. Ainsi, les problèmes de résolution



2 Introduction

Figure 1 - Une esquisse cotée (gauche) et une figure à l’échelle (droite)
sans cotation.

de Systèmes de Contraintes Géométriques (GCS) consistent à prendre en entrée un
dessin esquissé, sur lequel l’utilisateur impose un dimensionnement fonctionnel par
un système de cotes et à automatiquement produire une figure àl’échelle respectant
la cotation.

La figure1 illustre la finalité de la résolution de systèmes de contraintes géomé-
triques. À gauche, sur l’esquisse cotée en deux dimensions,le concepteur a indiqué
des contraintes d’angle entre droites et de distance entre points (les unités ne sont
pas précisées). Certaines de ces contraintes ont une orientation implicite : la dis-
tance de 5, par exemple, indique la distance horizontale, c’est-à-dire la distance
entre les projetés des points sur l’axe des abscisses. À droite est représentée une
figure à l’échelle, sans cotation. Comme nous le voyons plus loin, il s’agit d’une
solution particulière, mais il en existe d’autres.

Si l’idée des logiciels de résolution de systèmes de contraintes géométriques est
apparue au début des années 60 avec les travaux de S [Sut63], les logiciels
de dessin technique se sont, depuis, considérablement enrichis en fonctionnalités.
Pour autant, le principe général est resté globalement inchangé :

1. l’utilisateur dessine une esquisse avec le logiciel ;

2. il impose un dimensionnement avec des outils de cotation spécifiques ;

3. un module logiciel, unsolveur, modifie le dessin pour que celui-ci réponde
au dimensionnement.

Dans le cadre de laCAO, les méthodes rencontrées dans la littérature peuvent être
regroupées en deux catégories :
– les méthodes numériques, qui traduisent leGCSen un système d’équations et

travaillent sur ces équations, soit au moyen de manipulations algébriques soit au
moyen de calculs itératifs ;
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– les méthodes géométriques, qui opèrent en deux phases : unephase de planifica-
tion et une phase de résolution numérique.

Bien évidemment, comme avec toute tentative de classification avec un faible nom-
bre de classes, certaines méthodes sont à considérer comme hybrides, ayant des
approches à la fois numériques et géométriques.

Dans tous les cas et quelle que soit la nature de l’approche, un point commun à
tous les travaux menés récemment est l’utilisation de la décomposition. En effet,
les méthodes de décomposition permettent à la fois de réduire la complexité et de
faire collaborer des solveurs, éventuellement de nature différente. Elles consistent,
comme toutes les méthodes « diviser pour régner » en informatique, à identifier
des sous-systèmes résolubles et à assembler les solutions de ces sous-systèmes pour
produire la solution du système global.

En outre, un autre point commun à (presque) toutes les méthodes de la littérature est
de s’intéresser aux objets rigides et de considérer lesGCSdécrivant des objets non
rigides comme des systèmes à corriger. Dans la littérature,ces objets sont assimilés
aux systèmes décrivant une infinité de solutions, dits sous-contraints, auxquels on
préfère les systèmes bien contraints, décrivant un nombre fini non nul de solutions
(une dernière catégorie étant celle des systèmes sur-contraints, n’admettant aucune
solution).

Il est connu que les systèmes rigides invariants par déplacement, admettant une infi-
nité de solutions de par la possibilité d’appliquer à une solution une translation et/ou
une rotation sans violer de contraintes, sont formellementsous-contraints. Dans la
littérature, l’invariance des systèmes rigides par déplacement est souvent prise en
compte en fixant deux points (en 2D) ou trois points (en 3D). Cependant, consi-
dérer explicitement les groupes de transformations permetd’être plus général dans
la résolution de systèmes de contraintes géométriques, notamment en considérant
d’autres groupes de transformations que les déplacements.Ainsi, les travaux dé-
crits notamment dans [SS06, SM06] ont permis de formaliser la notion derepère,
qui correspond aux éléments à fixer pour se ramener au cas biencontraint (dans le
cas des déplacements planaires, un point et une direction).

2 Motivations

L’objectif principal de nos travaux est de rendre les logiciels de modélisation par
contraintes accessibles à des utilisateurs non experts. Plusieurs défis sont à rele-
ver pour cela, au nombre desquels la mise au point d’outils spécifiques d’interac-
tion 3D pour les contraintes géométriques [dRvdMB08, FMS04, FSSB05], l’utili-
sation de connaissances sémantiques et topologiques sur l’objet à résoudre [HJA98,
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OSMA01, SOZA06] pour faciliter la pose des contraintes, la cinématique [Kra92,
AKC96] ou encore le parcours de l’espace des solutions à la recherche de la solution
voulue par l’utilisateur [EVSD00b, LSRGJA05, vdMB05, SAZK06].

Nous nous intéressons pour notre part à un autre défi : celui del’incrémentalité.
Nous pensons en effet que le processus de résolution classique mentionné plus haut
(étapes 1 à 3) n’est pas adapté à des utilisateurs non experts, car il part du prin-
cipe que le dessin esquissé ne sera pas modifié. Lorsque l’utilisateur ajoute une
contrainte, le dessin est considéré comme différent et la résolution démarre à nou-
veau de zéro, sans utiliser les connaissances acquises lorsde la résolution (ou ten-
tative de résolution) du système de contraintes géométriques pré-changement.

Nous pensons que le processus de modélisation par contraintes devrait être le sui-
vant :

1. l’utilisateur dessine une esquisse initiale, éventuellement vide ;

2. l’utilisateur impose un dimensionnement avec des outilsspécifiques ;

3. un solveur fournit les solutions du système de contraintes géométriques ;

4. tant que l’utilisateur n’est pas satisfait par les solutions

– il/elle modifie l’esquisse en ajoutant ou retirant des contraintes et des élé-
ments d’esquisse ;

– le solveur modifie les solutions calculées précédemment pour construire les
solutions de la nouvelle esquisse.

Bien entendu, pour réaliser cela, il est nécessaire d’être capable de résoudre les
systèmes intermédiaires, de l’esquisse initiale jusqu’à l’esquisse finale. Sans cela, il
est impossible à l’utilisateur non expert de savoir s’il doit modifier l’esquisse. Nous
nous intéressons donc aux systèmes qui sont sous-contraints, même avec le point de
vue de l’invariance par des groupes de transformations, c’est-à-dire décrivent une
infinité de solutions. Il s’agit, intuitivement, desGCSdécrivant des objets articulés.
Nos travaux visent à traiter de manière homogène ces systèmes et les systèmes bien
contraints.

Nous voulons enfin, pour rester dans la lignée des travaux conduits dans l’équipe
antérieurement au début du projet de recherche, que nos algorithmes prennent en
compte l’information de l’invariance de sous-systèmes pardes groupes de transfor-
mations connus et que la modification de l’esquisse par le concepteur amène à la
découverte des modifications des groupes d’invariance des différents sous-systèmes.
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3 Démarche

Afin de répondre aux motivations évoquées plus haut, le but denos travaux est
d’offrir au concepteur des outils lui donnant une intuition de la déformabilité de
l’objet qu’il a décrit. Les outils que nous proposons sont aunombre de deux :
– nous montrons à l’utilisateur quels sont les éléments duGCSqui se déplacent

ensemble en effectuant une décomposition en ses sous-systèmes bien contraints
moduloun groupe de transformations connu ;

– nous montrons à l’utilisateur comment s’articulent les éléments duGCSen lui
fournissant un repère pour leGCS.

La démarche que nous avons adoptée consiste à rechercher uneparamétrisation
du système de contraintes géométriques, c’est-à-dire un ensemble d’objets géomé-
triques à fixer pour se ramener à un nombre fini de solutions. Cette paramétrisation
fournit une bonne intuition du niveau de constriction1 du GCS et est facilement
représentable graphiquement.

À partir de cette paramétrisation, nous calculons un plan deconstruction par blocs
indiquant dans quel ordre les différentes entités géométriques et les différents sous-
systèmes doivent être construits et comment leur position peut être calculée à partir
des éléments construits antérieurement.

Enfin, des valeurs numériques sont fournies pour les différents constituants de la
paramétrisation duGCSet le plan de construction est numériquement évalué avec
ces valeurs pour fournir les solutions.

L’ensemble des algorithmes mis au point durant nos travaux sont incrémentaux : ils
consistent en l’étude des modifications apportées par un changement dans leGCS
aux structures de données considérées.

4 Contributions

Nous proposons un algorithme incrémental de calcul des entités géométriques à
fixer pour se ramener à un nombre fini de solutions. Cet algorithme est basé sur un
calcul de flux, en extension des travaux de L et M [LM96b]. Nous

1Le terme de « constriction » n’est théoriquement pas approprié puisqu’il évoque une compres-
sion ou un resserrement. Il faudrait normalement parler du niveau de contrainte. Toutefois, de par la
polysémie du mot « contrainte », nous préférons donner un nouveau sens à « constriction », en nous
rassurant par le fait que contrainte et constriction ont la même racine et avaient il y a bien des années
la même signification. Nous ne faisons donc que réunir deux cousins qui s’étaient perdus de vue.
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proposons un nouveau type de graphe de flux, spécifique à nos travaux, que nous ap-
pelons graphe deR-flux. À chaque étape de la conception du système de contraintes
géométriques, l’algorithme fournit une paramétrisation combinatoire sous la forme
d’une valuation des arcs du graphe deR-flux et nous montrons comment l’interpré-
ter géométriquement. Nous proposons un algorithme de modification à la volée de
la paramétrisation si elle ne donne pas à l’utilisateur un retour satisfaisant sur les
libertés de mouvement de l’objet.

Notre algorithme de paramétrisation fonctionne sous l’hypothèse que le système
de contraintes géométriques n’est pas redondant, c’est-à-dire qu’aucune contrainte
n’est une conséquence de la satisfaction des autres contraintes. Pour assurer le res-
pect de cette hypothèse, nous proposons une extension incrémentale de la méthode
du témoin proposée par M et F [MF09] nous permettant de détecter
efficacement une contrainte redondante au moment de son ajout.

Nous proposons, toujours en nous basant sur la méthode du témoin, une méthode
d’identification des sous-systèmes bien contraints maximaux, c’est-à-dire n’étant
pas sous-systèmes d’un système lui-même bien contraint. Nous proposons des pis-
tes pour faire cela directement dans le graphe deR-flux et montrons les limites de
cette approche.

Nous déduisons de l’algorithme d’identification des sous-systèmes bien contraints
maximaux un algorithme de décomposition plus général que les méthodes de la
littérature, appeléW-décomposition. Nous montrons quelles sont les propriétésde
laW-décomposition.

Nous proposons également des ajouts à une formalisation dessystèmes de con-
traintes géométriques réalisée précédemment à nos travauxet en déduisons une
démonstration des conditions de correction et de complétude des algorithmes de
décomposition. Cette démonstration existait déjà dans le cas de systèmes rigides
mais notre volonté de traitement homogène de tous les systèmes non sur-contraints
imposait une généralisation de la preuve. Notre démonstration se base sur la notion
de bord d’un sous-système, c’est-à-dire intuitivement l’ensemble des informations
que l’on peut déduire dans ce sous-système et qui concernentdes entités géomé-
triques qu’il partage avec le reste du système. Nous proposons un algorithme de
calcul du bord assurant que le bord ne soit pas sur-contraint.

5 Organisation

Le présent mémoire se décompose en trois parties.
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La partieI traite du contexte de nos travaux en présentant les systèmesde contraintes
géométriques et les approches de leur résolution. Elle est composée de trois cha-
pitres. Le chapitre1 fournit une formalisation des systèmes de contraintes géomé-
triques, de leurs opérations et de leur résolution. Dans le chapitre2 nous effectuons
un état de l’art des méthodes de résolution de systèmes de contraintes géométriques
et évoquons notamment les algorithmes de décomposition ainsi que les différentes
approches de la sous-constriction. Le chapitre3, complémentaire du chapitre1, ex-
prime et prouve une série de théorèmes dont le dernier permetde démontrer quelles
sont les conditions de correction et de complétude des méthodes de décomposition,
en commençant par formaliser le point de vue multi-groupe [SM06].

La partieII traite de la paramétrisation deGCSsous-contraints et des modalités de
leur résolution. Elle est composée de trois chapitres. Le chapitre4 détaille notre
algorithme de paramétrisation combinatoire basé sur les graphes deR-flux. Le cha-
pitre 5 décrit comment interpréter géométriquement la paramétrisation combina-
toire, comment déduire un plan de construction (éventuellement par blocs) à partir
de cette paramétrisation et il explicite l’interprétationgéométrique du flux obtenu.
Le chapitre6 traite du problème spécifique de la détection de la sur-constriction lors
de l’ajout de contraintes ou lors de l’évaluation numériquede la paramétrisation :
il montre que ces deux problèmes ne sont pas trivialement résolus en adaptant les
méthodes existantes puis propose des extensions de la méthode du témoin pour les
résoudre.

La partieIII traite de la décomposition de systèmes de contraintes géométriques.
Elle est composée de deux chapitres. Le chapitre7 propose une extension de la
méthode du témoin permettant d’identifier les sous-systèmes bien contraints maxi-
maux et donne des pistes pour réaliser cette identification dans le graphe deR-flux
sans le recours au témoin. Il montre également comment modifier les algorithmes
de paramétrisation pour tenir compte de la connaissance de la bonne constriction
de certains sous-systèmes. Le chapitre8 détaille le fonctionnement et l’analyse de
l’algorithme deW-décomposition.

Enfin, uneconclusionfait la synthèse de nos contributions et apporte des perspec-
tives.
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Cette partie traite de la résolution de systèmes de contraintes géométriques en géné-
ral et des fondements de leur décomposition. Elle définit formellement ce que sont
les systèmes de contraintes géométriques et en quoi consiste leur résolution. Elle
fait un survol des méthodes de résolution de la littérature.Elle met en évidence les
conditions pour que des méthodes de décomposition soient correctes et complètes.

Motivation

À de nombreux points de vue, la communauté des contraintes géométriques travaille
sur des fondations dont la solidité est une conjecture, car elles sont issues de la
topologie structurale et que leur généralisation n’est pastriviale.

Tout d’abord, les définitions même des systèmes de contraintes géométriques, de
leurs opérations, de leurs modes de résolutions, si elles sont informellement les
mêmes pour tout le monde, varient toutefois beaucoup d’un auteur à l’autre. Des
concepts identiques portent des noms différents d’un article à l’autre, ce qui rend
leur compréhension et leur comparaison délicate. L’univers géométrique sur lequel
ces systèmes sont basés est là encore souvent implicite dansla littérature.

De plus, une approche quasi-systématique à l’heure actuelle dans les méthodes de
résolution est la décomposition des systèmes de contraintes géométriques à ré-
soudre, c’est-à-dire leur découpage en plusieurs petits systèmes, la résolution de
ces sous-systèmes et l’assemblage des solutions. La correction et la complétude de
cette approche, c’est-à-dire l’assurance que l’assemblage des solutions forme bien
des solutions d’une part, l’assurance que l’on peut ainsi obtenir toutes les solutions
d’autre part, restent pourtant à prouver.

Démarche

Afin de nous attaquer aux éléments de problématique cités ci-dessus, nous avons
participé à des travaux, initiés par Pascal S et Pascal M et visant à for-
maliser les systèmes de contraintes géométriques et leurs opérations. Ils ont ainsi
formalisé en quoi consiste un univers géométrique, commentse définit syntaxique-
ment un système de contraintes géométriques à partir d’un univers géométrique,
quelles sont les opérations permises. Ils ont formalisé le pendant sémantique des
systèmes de contraintes géométriques, à savoir les figures solutions et, là encore,
quelles sont les opérations permises sur des figures. Ils ontétendu ces définitions à
une approche prenant en compte des groupes de transformation, formalisant ainsi le
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point de vue multi-groupe [SM06].

Dans le cadre de ce projet de recherche, nous avons participéà l’expression des
conditions qui permettent d’assurer la correction et la complétude des méthodes de
décomposition et nous avons démontré qu’elles étaient nécessaires et suffisantes
dans le cas général. Nous avons ainsi montré que l’on ne peut retirer un sous-
système sans modifier les solutions du système résultant quesi le système retiré
est remplacé par l’ensemble des informations calculables dans ce système concer-
nant les entités géométrique qu’il partage avec le reste du système. Dans le cas où
cet ensemble contient des redondances, une base de cet ensemble suffit.

Le chapitre1 fournit une formalisation des systèmes de contraintes géométriques,
de leurs opérations et de leur résolution.

Dans le chapitre2 nous effectuons un état de l’art des méthodes de résolution de
systèmes de contraintes géométriques et évoquons notamment les algorithmes de
décomposition ainsi que les différentes approches de la sous-constriction.

Le chapitre3, complémentaire au chapitre1, exprime et prouve une série de théo-
rèmes dont le dernier permet de démontrer quelles sont les conditions de correction
et de complétude des méthodes de décomposition.



C 1

T  ̀ 
 ́́

Sommaire
1.1 Spécifications algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .14
1.2 Univers géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .16
1.3 Systèmes de contraintes géométriques . . . . . . . . . . . . . .17

1.3.1 Systèmes et sous-systèmes . . . . . . . . . . . . . . .17

1.3.2 Opérations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18

1.4 Solutions d’un système de contraintes géométriques . . . . . .21
1.4.1 Figures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21

1.4.2 Jointures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .24

1.5 Niveaux de constriction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
1.6 Bord et décomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .34
1.7 Méthodes de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .37

Il y a bien moins de difficultés à résoudre un problème qu’à
le poser
– Comte Joseph de Maistre, philosophe français

Dans ce chapitre, nous formalisons les différentes notions utilisées dans le domaine
de la résolution de Systèmes de Contraintes Géométriques (GCS). Il est impor-
tant de noter, en particulier pour la bonne compréhension duchapitre2, qui passe
en revue les travaux classiques du domaine, que la formalisation présentée dans
ce chapitre n’est pas un standard reconnu par l’ensemble de la communauté des
contraintes géométriques. La résolution de contraintes géométriques est une science
jeune, disposant de ce fait de terminologies différentes pour des notions équiva-
lentes. La formalisation que nous donnons ici est issue de travaux de Pascal M
et Pascal S [Sch02] et a été finalisée durant nos travaux.
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Rappelons que l’objectif de la résolution de systèmes de contraintes géométriques
est, à partir de la description technique d’un objet, le calcul de dessins correspon-
dant à cette description. Un énoncé consiste en un ensemble de propriétés que le
dessin doit satisfaire. Une façon habituelle d’exprimer unénoncé en Conception
Assistée par Ordinateur (CAO) réside dans la donnée d’une esquisse cotée, c’est-à-
dire un dessin approximatif de l’objet que l’on décrit, sur lequel sont dessinés – avec
des traits différents du reste du dessin [ISO04] – des représentations graphiques des
contraintes. Plus formellement, un énoncé peut aussi être donné sous la forme d’un
ensemble de termes en logique du premier ordre. À chaque terme est associée une
signification géométrique. Ainsi, les énoncés ont deux aspects : la syntaxe et la sé-
mantique. Lessystèmes de contraintes géométriquesexpriment l’aspect syntaxique
tandis que lesfiguresgéométriques capturent l’aspect sémantique.

Dans ce chapitre, nous proposons une formalisation desGCS. Après un rappel
concernant les spécifications algébriques (section1.1), nous commençons par ex-
pliquer ce qu’est un univers géométrique (section1.2) puis détaillons les aspects
syntaxiques (section1.3) et sémantiques (section1.4) de la résolution de systèmes
de contraintes géométriques. Nous définissons ensuite formellement les différents
degrés de constriction1 d’un GCS(section1.5) puis les notions de bord et de dé-
composition deGCS(section1.6).

Les définitions données dans ce chapitre sont l’occasion de démontrer certaines
propriétés des systèmes de contraintes géométriques et de leurs opérations. Nous
évoquons toutefois un certain nombre de résultats sans en faire ici la démonstration.
Il s’agit de théorèmes qu’il est important d’avoir en tête parce que certaines des
définitions qui les suivent ne sont valables que de par ces théorèmes. Au risque de
redites, leur démonstration n’est donnée qu’au chapitre3. En effet, ils sont utiles
à la démonstration des conditions de correction et de complétude des méthodes de
décomposition deGCS.

1.1 Spécifications algébriques

La formalisation que nous présentons ici est faite à la manière des spécifications al-
gébriques [EM85, Wir90, BKL+91] : des sortes spécifient les domaines considérés,
l’appartenance des inconnues aux domaines en question est assuré par un typage des
symboles. Nous rappelons ici quelques définitions des spécifications algébriques.

La notion de signature capture la syntaxe de l’univers que l’on décrit.

Définition 1. Signature hétérogène :Une signature hétérogène est un tripletΣ =

1Cf. note1 en page5
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〈S, F,P〉 où
– S est un ensemble fini de symboles de type appeléssortes;
– F est un ensemble de symboles fonctionnels muni de deux fonctions :
• l’arité, ar: F → S∗

• la coarité,coar: F → S
– P est un ensemble de symboles prédicatifs muni d’une fonction nommée égale-

ment arité et notéear: P→ S∗.

Les indications de typage sont notées de manière usuelle par:
– f : s1 . . . sn → s pour dire quear( f ) = s1 . . . sn et coar( f ) = s, avec f ∈ F. Si

n = 0, on aar( f ) = ε (on notef :→ s) et f est appelé une constante ;
– p : s1 . . . sn→ pour dire quear(p) = s1 . . . sn, pourp ∈ P.
Unevariable typéeest un symbole associé à une sorte. On notex : s pour indiquer
quex est de sortes, avecs ∈ S. On appelleensemble sortéde variables une famille
X = (Xs)s∈S de symboles de variables : chaque ensembleXs contient des variables
de la sortes.

À la syntaxe d’une signature on fait correspondre une sémantique, qui explicite
l’interprétation faite des sortes et des symboles fonctionnels et prédicatifs.

Définition 2. Σ-algèbre : Soit Σ = 〈S, F,P〉 une signature hétérogène. UneΣ-
algèbre E consiste en la donnée
– d’un ensemble Es par symbole de sorte s∈ S ;
– d’une fonctionf̃ : Es1×· · ·×Esn → Es par symbole fonctionnel f: s1 . . . sn→ s ;
– d’un sous-ensemblẽp de Es1 × · · · × Esn par prédicat p: s1 . . . sn→.

Lorsque (o1, . . . ,on) ∈ p̃, on dit quep̃(o1, . . . ,on) est vérifiée.

Le passage deΣ à E est appelée une interprétation ou unmodèlede la signature. De
même, l’ensembleEs est appelé une interprétation des, f̃ une interprétation def et
p̃ une interprétation dep. L’interprétation d’une variable est appeléevaluation.

Définition 3. Valuation de variables :SoientΣ = 〈S, F,P〉 une signature, E une
Σ-algèbre et X=

⋃

s∈S Xs un ensemble de variablesΣ-sorté. Une valuation de va-
riables est une fonction v:

⋃

s∈S Xs→
⋃

s∈S Es telle que si x: s, alors v(x) ∈ Es.

Pour simplifier les notations, on peut écrirev :
⋃

s∈S Xs→ E.
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1.2 Univers géométrique

Pour pouvoir décrire formellement des objets au moyen deGCS, il est nécessaire
d’établir :

1. un langage formel : un moyen de décrire syntaxiquement lessystèmes de
contraintes géométriques ;

2. une sémantique : un domaine d’interprétation des variables, dans lequel sont
exprimées les solutions.

Ces deux éléments, avec la relation d’interprétation de l’unà l’autre, forment un
univers géométrique.

Définition 4. Univers géométrique :Un univers géométrique est une paire(Σ,E),
où
– Σ est une signature hétérogène ;
– E est un modèle deΣ (uneΣ-algèbre).

Exemple 1. Signature et modèle 2D

Considérons la signature suivante :
sortes

angle, longueur, point, droite, cercle
prédicats

dist_pp : point point longueur # distance entre deux points
angle_ll : droite droite angle # angle entre deux droites
center : cercle point # centre du cercle
tangency_cl : cercle droite # droite tangente au cercle
inc_pl : point droite # incidence point–droite

Un modèle de cette signature pourrait être le plan euclidien, E2, avec
les interprétations classiques :
– le domaine support de la sortepoint estR2 ;
– celui de la sortedroite est l’ensemble [0, π[×R, c’est-à-dire le

couple (angle par rapport à l’axe des abscisses, distance signée
à l’origine) ;

– celui de la sortecercle est l’ensembleR2 × R+∗, c’est-à-dire le
couple (coordonnées du centre, rayon non nul).

Par exemple, on associe le symbole prédicatiftangency_cl à l’en-
semble

{(xc, yc, r), (a,d)|dist_pl(xc, yc,a,d) = r}

oùdist_plest la distance d’un point à une droite.

Un tel cadre est souvent étendu au moyen de symboles prédicatifs liés aux cont-
raintes usuelles rencontrées enCAO. Le modèle considéré est généralement l’es-
pace euclidienE3.
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Sauf mention contraire explicite, les exemples du reste du présent mémoire sont
construits sur la signature de l’exemple1 avec le plan euclidien comme modèle.
Les résultats du présent chapitre et du chapitre3 ne sont pas limités à cet univers
géométrique.

1.3 Systèmes de contraintes géométriques

1.3.1 Systèmes et sous-systèmes

Un système de contraintes géométriques est une conjonctionde termes relationnels
construit sur une signature et un ensemble de variables sortées. Les variables lo-
giques sont soit des inconnues soit des paramètres de l’énoncé géométrique. Les pa-
ramètres sont les éléments géométriques (métriques ou entités géométriques) dont
les valeurs sont fournies par l’utilisateur. Les inconnuessont les éléments dont le
solveur doit trouver la valeur.

Définition 5. Système de contraintes géométriques :SoitΣ une signature multi-
sorte. Un système de contraintes géométriques est un triplet S = (C,X,A) où
– C est un ensemble de termes prédicatifs construit surΣ ;
– X et A sont deux ensembles disjoints de variables dont les sortes sont dansΣ ;
– les arguments apparaissant dans les termes de C sont des termes fonctionnels de
Σ construits sur X∪ A.

Exemple 2. Énoncé sous forme graphique et textuelle

La figure1.1 représente une esquisse cotée et le système de cont-
raintes géométriques qui la décrit2. Le GCS est composé de trois
points p1 à p3 et trois droitesl1 à l3, six contraintes d’incidence
point-droite, deux contraintes de distance entre deux points et une
contrainte d’angle entre deux droites.

Étant donnés unGCSS = (C,X,A) et un sous-ensembleC′ deC on note
– varsS(C′) l’ensemble des variables logiques impliquées dansC′ ;
– parametersS(C

′) l’ensemble des paramètres apparaissant dansC′ ;
– unknownsS(C′) l’ensemble des inconnues apparaissant dansC′.
On a doncparametersS(C

′) = varsS(C′) ∩ A etunknownsS(C′) = varsS(C′) ∩ X.

Symétriquement, on noteconstraintsS(i) l’ensembleC′ ⊆ C des contraintes dans
lesquelles l’inconnuei ∈ X apparaît. Pour un ensemble de variablesI ⊆ X, on

2La syntaxe de description utilisée est proche de celle duGCML (cf. annexeA.1).
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p1

p2

p3

l1

l2l3

k1

k2

α

unknowns

p1, p2, p3, l1, l2, l3
parameters

k1, k2, α

constraints

on_pl(p1, l1) on_pl(p2, l1)
on_pl(p2, l2) on_pl(p3, l2)
on_pl(p3, l3) on_pl(p1, l3)
dist_pp(p1, p2, k1)

dist_pp(p2, p3, k2)

angle_ll(l1, l3, α)

Figure 1.1 -Énoncé sous forme graphique (à gauche) et textuelle (à
droite). Cf. exemple 2.

notespanS(I ) l’ensemble des contraintes concernantuniquementdes variables deI ,
c’est-à-dire l’ensembleC′ tel quevarsS(C′) = I . Sans avoir nécessairement égalité
entre les deux, on a doncspanS(I ) ⊆

⋃

i∈I constraintsS(i).

Quand il n’y a pas de confusion possible quant àS, on note ces cinq opérations de
sélection en omettant de préciserS en indice,e.g. vars(C).

Afin de formaliser les principes de la décomposition, nous définissons les sous-
systèmes :

Définition 6. Sous-système :Étant donné un système de contraintes géométriques
S = (C,X,A), un sous-systèmeS′ deS, notéS′ ⊂ S, est un système de contraintes
géométriques(C′,X′,A′) tel que
– C′ ⊂ C ;
– X′ = unknownsS(C′) ;
– A′ = parametersS(C

′).

Par définition des opérations de sélectionunknownset parameters, si on a l’inclu-
sion (C′,X′,A′) ⊂ (C,X,A) alors on aX′ ⊆ X et A′ ⊆ A.

1.3.2 Opérations

L’addition et la soustraction de deux systèmes (avec pour condition qu’ils soient
basés sur la même signature) correspondent à l’union et la différence des ensembles
de contraintes. Dans le cas de l’addition de deux systèmes, si une variable est une
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inconnue dans un système et un paramètre dans l’autre, elle est une inconnue dans
l’union3.

Définition 7. Addition de systèmes de contraintes géométriques : Étant donnés
deuxGCSS1 = (C1,X1,A1) et S2 = (C2,X2,A2), le systèmeS = S1 + S2 est le
système(C,X,A) défini par
– C = C1 ∪C2 ;
– X = X1 ∪ X2 ;
– A= (A1 ∪ A2)\(X1 ∪ X2).

S1 + S2 est également notéS1 ∪ S2 et peut être appelé indifféremment addition ou
union deS1 et deS2.

Définition 8. Soustraction de systèmes de contraintes géométriques : Étant
donnés deuxGCSS = (C,X,A) et S1 = (C1,X1,A1) avecS1 ⊂ S, le système
S2 = S − S1 est le système(C2,X2,A2) défini par
– C2 = C\C1 ;
– X2 = X ∩ vars(C2) ;
– A2 = A∩ vars(C2).

S − S1 est également notéS\S1 et peut être appelé indifféremment soustraction de
S1 deS ou bienS privé deS1.

L’intersection deGCScorrespond quant à elle à l’intersection des trois ensembles
composant lesGCS.

Définition 9. Intersection de systèmes de contraintes géométriques : Étant
donnés deuxGCSS1 = (C1,X1,A1) etS2 = (C2,X2,A2), le systèmeS = S1∩S2 est
le système(C,X,A) défini par
– C = C1 ∩C2 ;
– X = X1 ∩ X2 ;
– A= A1 ∩ A2.

Contrairement aux opérations classiques sur les ensembles,nous ne définissons pas
de complément d’unGCS: on pourrait en effet considérer que le complémentS′

d’un GCSS′ ⊂ S estS − S′. Toutefois, de par la définition de la soustraction, on
aurait alors l’intersectionS′ ∩S′ non vide, car les deux systèmes peuvent avoir des
entités géométriques en commun.

3Ce choix est utile à la décomposition : lorsqu’on extrait un sous-système et qu’on le considère
résolu, certaines des contraintes qu’il partage avec le reste du système peuvent être considérées
comme des paramètres car provenant de la résolution du sous-système extrait. Pour autant, dans
l’union des deux systèmes, les entités géométriques en question doivent rester des inconnues.



20 1. Terminologie des systèmes de contraintes géométriques

Théorème 1. Non vacuité de l’intersection d’unGCS et du reste de sa sous-
traction : SoientS = (C,X,A), S1 = (C1,X1,A1) et S2 = (C2,X2,A2) trois GCS
avecS1 ⊂ S etS2 = S−S1. L’intersection deS1 etS2 est vide si et seulement si les
variables deS1 n’apparaissent pas dans les contraintes deS2 et que les variables
deS2 n’apparaissent pas dans les contraintes deS1.

Démonstration:

SoitS′ = (C′,X′,A′) l’intersection deS1 etS2 : C′ = C1∩C2, X′ = X1∩X2

et A′ = A1 ∩ A2.

Par définition de la soustraction deGCS, on aC′ = ∅.

Toujours par définition de la soustraction, on aX1 = X ∩ vars(C1) et X2 =

X ∩ vars(C2) et doncX′ = X ∩ vars(C1) ∩ vars(C2). Une inconnue peut
apparaître dans plusieurs contraintes deS. Une entité géométriquex ∈ X
apparaît dansX1, par définition de la soustraction, ssi elle apparaît dans une
contrainte deC1.

Si une inconnuex apparaît dans une contrainte deS1 et dans une contrainte
deS2, on a doncx ∈ (X1 ∩ X2) et doncX′ , ∅.

En revanche, si les inconnues deS1 n’apparaissent pas dansS2 et inverse-
ment, on aX ∩ vars(C1) ∩ vars(C2) = ∅. X′ est vide ssi les inconnues de
S1 n’apparaissent pas dansS2 et que les inconnues deS2 n’apparaissent pas
dansS1.

On tient le même raisonnement pour un paramètre. �

Nous définissons également la notion de sous-système engendré. Il s’agit, intuiti-
vement, du sous-système obtenu en ne considérant qu’un sous-ensemble des incon-
nues et les contraintes les concernant.

Définition 10. Sous-système engendré :Soit unGCSS = (C,X,A). Pour un sous-
ensemble X′ de X, le sous-système deS engendré par X′ est leGCSS′ = (C′,X′,A′)
avec
– C′ = span(X′) ;
– A′ = parameters(C′).

La définition de système engendré peut être étendue à un ensemble X′ qui n’est pas
inclus dansX en considérant le système engendré parX′ ∩ X.
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1.4 Solutions d’un système de contraintes géométriques

1.4.1 Figures

La notion de figure donne une sémantique aux systèmes de contraintes géomé-
triques. Intuitivement, une figure est la donnée des coordonnées des différentes en-
tités géométriques qui composent unGCS. Formellement, étant donné un univers
(Σ,E) et un système de contraintes géométrique, une figure est unefonction deΣ
versE définie pour toutes les variables du système.

Définition 11. Figure : Étant donnés un univers(Σ,E) et un ensemble de variables
X dont les sortes sont dansΣ, une figure est une valuation f: X→ E.

Avec cette définition, une figure est vue comme un vecteur de couples (ui , xi) où
– ui ∈ X est une inconnue duGCS;
– xi est l’ensemble des coordonnées de l’interprétation dexi.
Une figure paramétrée est définie pour une valuation des paramètres duGCS.

Définition 12. Figure paramétrée : Étant donnés un univers(Σ,E), une figure
ρ : A→ E et un ensemble de variables X disjoint de A et dont les sortes sont dans
Σ, une figure paramétrée est une fonction f: ρ → (X→ E). On note frho : X→ E
la figure f(ρ).

Une figure correspondant à un système de contraintes géométriques n’est pas néces-
sairement une solution du système. L’esquisse, par exemple, est une représentation
graphique dans laquelle toutes les entités géométriques sont représentées : il s’agit
donc d’une figure du système.

Définition 13. Figure solution : Étant donnés un univers(Σ,E), un système de
contraintes géométriquesS = (C,X,A) construit surΣ et une valuationρ : A→ E,
une figure fρ : X → E est une solution deS si toutes les contraintes de C sont sa-
tisfaites lorsqu’elles sont interprétées dansE en prenantρ(a) comme interprétation
de tout a∈ A et fρ(x) comme interprétation de tout x∈ X.

Sauf mention contraire explicite, nous effectuons un abus de langage en appelant
figureunefigure solutiondans la mesure où nous ne traitons que rarement de figures
qui ne sont pas solution duGCSqu’elles représentent.

L’ensemble des figures solutions deS étant donné une valuationρ des paramètres
est notéFρ(S). Dans la suite du présent mémoire, pour la clarté des notations, si les
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valeurs des paramètres ne sont pas importantes, il est notéF (S) voire simplement
F si aucune confusion n’est possible. De même, on peut noterf un élément deF .

Dans la suite du présent mémoire, parmi toutes les valeurs possibles des paramètres,
nous ne considérons, sauf mention contraire, que celles quimaximisent la dimen-
sion de la variété sous-jacente, c’est-à-dire que les casdégénérésoù deux entités
géométriques non explicitement égales sont confondues (e.g.métrique d’une dis-
tance égale à 0) ne sont pas considérés.

La restriction d’une fonction (solution ou non) à une partiede son domaine permet
de définir la notion desous-figure.

Définition 14. Restriction d’une figure : Soient deux figures f: X → E et
f ′ : X′ → E avec X′ ⊂ X et telles que pour tout x∈ X′, f (x) = f ′(x). f ′ est la
restriction de f à X′, notée f′ = f |X′ .

f ′ est aussi appeléesous-figurede f

La notion de restriction d’une figure d’unGCS (C,X,A) peut-être étendue à des
ensemblesX′ qui ne sont pas inclus dansX en considérant quef |X′ = f |X′∩X. Bien
sûr, f |X = f .

En outre, un ensemble de figures d’un système peut être restreint à un sous-en-
semble des inconnues. Il s’agit de l’ensemble contenant lessous-figures restreintes
à ce sous-ensemble des inconnues.

Définition 15. Restriction d’un ensemble de figures :Étant donné unGCSS =
(C,X,A), la restriction deF (S) à un sous-ensemble X′ de X, notéeF (S)|X′ est
l’ensemble{ f |X′ | f ∈ F (S)}.

Il est important de noter que la restriction d’un ensemble defigures solutions à
un sous-ensemble des inconnues n’est pas le pendant dansE du système engendré
par ce sous-ensemble. Autrement dit4, pour un systèmeS = (C,X,A) et son sous-
systèmeS′ = (C′,X′,A′) engendré parX′ (d’où X′ ⊂ X), on aF (S)|X′ ⊆ F (S′).
En effet, les figures deF (S)|X′ respectent toutes les contraintes deC′ – et font donc
partie deF (S′) – mais respectent également les contraintes deC\C′ qui concernent
des entités géométriques deX′.

Exemple 3. Lien entre solutions d’un sous-système et sous-figures solutions

Les figures1.2 et 1.3 illustrent le fait que la restriction d’un en-
semble de figures à un sous-ensemble des inconnues est incluse dans

4Cf. théorème4 p. 75
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p1 p2

p3 p4

p1 p2

p3

Figure 1.2 -GCS rigide et
deux sous-figures restreintes

à {p1, p2, p3}

Figure 1.3 -Sous-système
engendré par {p1, p2, p3} du
GCS de la figure 1.2 et deux

de ses solutions

l’ensemble des solutions du système engendré par ce sous-ensemble,
mais que la réciproque n’est pas toujours vraie.
La figure1.2 représente, en haut, unGCSconstitué de 4 pointsp1

à p4, avec quatres contraintes de distance et une contrainte d’angle
entre trois points. Le lecteur pourra se persuader que ceGCSest ri-
gide : le trianglep3p4p2 est contraint par deux distances et un angle
et est donc aisément constructible. Le pointp1 est alors construc-
tible par intersection de deux cercles, de centresp3 et p2 respective-
ment. Le bas de la figure1.2représente deux sous-figures restreintes
à {p1, p2, p3}. Comme leGCSest rigide, la distance entrep2 et p3 est
la même dans toutes les sous-figures.
La figure 1.3 représente, en haut, un sous-système duGCS de la
figure1.2: le système engendré par{p1, p2, p3}. CeGCSest composé
des trois pointsp1, p2 et p3 et de deux contraintes de distance. En bas
de la figure sont représentées deux solutions de ceGCS. On notera
qu’ici, la distance entrep2 et p3 est variable : en effet, rien dans le
GCS ne contraint cette distance. Les solutions représentées sur la
figure1.3ne sont ainsi pas des solutions duGCSde la figure1.2.
On voit donc bien que l’inclusion est valide dans un sens (lesso-
lutions représentées à la figure1.2 sont des solutions duGCSde la
figure1.3) mais pas dans l’autre.

Cette relation d’inclusion non symétrique indique que pour résoudre unGCS, il ne
suffit pas d’assembler des figures de ses sous-systèmes.
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1.4.2 Jointures

Nous définissons une opération dejointurequi explicite les conditions d’assemblage
de deux sous-figures. Il s’agit d’une des opérations centrales en relation avec la
décomposition en sous-systèmes. Cette opération ne peut être effectuée que sous
certaines conditions de compatibilité.

Définition 16. Compatibilité de figures : Soient deux figures f1 : X1 → E et
f2 : X2 → E. On pose Xe = X1 ∩ X2. f1 et f2 sont dites compatibles si f1|Xe = f2|Xe.
On note ceci par f1 ≡Xe f2.

Autrement dit, deux figures sont compatibles si elles associent les mêmes coor-
données aux inconnues qu’elles partagent. Deux telles figures peuvent être jointes.
Cette opération sémantique est le pendant de l’addition syntaxique deGCS.

Définition 17. Jointure de figures : Soient f1 : X1 → E et f2 : X2 → E deux
figures compatibles. La jointure de f1 et f2, notée f1 ⊗ f2 est définie par

f1 ⊗ f2 : X1 ∪ X2→ E

x →

{

f1(x) si x ∈ X1

f2(x) si x ∈ X2

Le théorème65 montre que la restriction préserve l’opération de jointurepour deux
figures, c’est-à-dire que la jointure de deux figures restreintes est égale à la restric-
tion de la jointure des deux figures. Ce qui s’écrit :

Si f = f1 ⊗ f2, avec f1 : X1 → E et f2 : X2 → E, alors pour tout sous-
ensembleX′ deX1 ∪ X2, f |X′ = f1|X′ ⊗ f2|X′.

L’opération de jointure peut être étendue à des ensembles defigures, en opérant
la jointure de tous les couples compatibles. S’il n’existe pas de couple de figures
compatibles dansF1 × F2, la jointure deF1 etF2 est vide.

Définition 18. Jointure d’ensemble de figures :SoientF1 etF2 deux ensembles
de figures, avecFi un ensemble de figures fi : Xi → E. On pose Xe = X1 ∩ X2. La
jointure deF1 etF2 est l’ensembleF1 ⊗ F2 = { f = f1 ⊗ f2 | f1 ∈ F1, f2 ∈ F2, f1 ≡Xe

f2}

L’opération de jointure de figures correspond à la recombinaison de sous-systèmes
après un processus de décomposition. Le chapitre3 montre la correction de cette
démarche.

5Cf. p. 77
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p1p1 p2p2

p3p3p3

p4p4

p5p5p5

k1k1

k2 k2

αα

S = S1 + S2 S1 S2

f1

f2

f3

F (S1) F (S2) F (S1 + S2)

. . .
. . .

. . .

Figure 1.4 -Jointure de deux sous-figures

Le théorème56 montre le lien étroit entre l’addition deGCSet la jointure des solu-
tions de cesGCS: il exprime le fait que l’ensemble des solutions d’unGCSest la
jointure des solutions de ses sous-systèmes. Formulé autrement :

SoientS1 etS2 deuxGCSconstruits sur la même signature.F (S1 + S2) =
F (S1) ⊗ F (S2).

Exemple 4. Jointure d’ensembles de figures

Dans le plan euclidien, la figure1.4montre unGCSS coupé en deux
partiesS1 etS2. La ligne pointillée exprime la symétrie dans le tri-
angle supérieur. L’ensemble infiniF (S2) contient tous les triangles
p3p4p5 où p̂3p4p5 = α et où les segmentsp3p4 et p4p5 sont de même
longueur. L’ensemble infiniF (S1) contient tous les rectangles dont
les côtés ont pour longueurk1 etk2.

La figure f3 est une solution deS et on af3 = f1 ⊗ f2.

La restriction ne préserve pas forcément l’opération de jointure pour des ensembles
de figures, à l’exception d’un cas spécifique qui sera utile pour la décomposition.
Le théorème77 montre les conditions de préservation de la jointure d’ensembles de
figures par la restriction. Autrement dit :

6Cf. p. 76
7Cf. p. 77
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SoientS1 = (C1,X1,A1) et S2 = (C2,X2,A2) deuxGCSconstruits sur la
même signature. On poseXe = X1 ∩ X2 etS = S1 + S2. Pour tout ensemble
X′ ⊆ (X1 ∪ X2), F (S)|X′ = F (S1)|X′ ⊗ F (S2)|X′ si et seulement siXe ⊆ X′.

Exemple 5. Conditions de préservation de la jointure d’ensembles de figures
par la restriction

Considérons à nouveau la figure1.4, que nous avons déjà mention-
née dans l’exemple4. On y voit aisément que la relation d’égalité
n’est pas valable quandXe * X.
En effet, le pointp1 appartient àS1 et le pointp4 àS2.F (S1)|{p1,p4} =

F (S1)|{p1} = E2 c’est-à-dire tout le plan euclidien. Il en va de même
pourF (S2)|{p1,p4}. La jointure deF (S1)|{p1,p4} etF (S2)|{p1,p4} est donc
l’ensemble des couples de points du plan,E2

2, tandis que quel que
soit le couple de points dansF (S)|{p1,p4}, la distance entre les deux
points est la même.

1.5 Niveaux de constriction

Dans l’ensemble des définitions que nous avons vues jusqu’ici, nous ne prêtons pas
attention à la taille de l’ensemble des solutions d’un système de contraintes géomé-
triques. Il est pourtant primordial, d’un point de vue applicatif, que le nombre de
solutions soit tout d’abord non nul, mais aussi qu’il ne soitpas trop grand, sans quoi
il sera difficile de les présenter à l’utilisateur. Sachant cela, la communauté a classé
lesGCSen trois catégories : sous-contraints, sur-contraints et bien contraints. Nous
appelonsniveau de constrictionou degré de constrictiond’un GCSson apparte-
nance à l’une de ces trois catégories.

Un GCSsur-contraint est unGCSqui, par exemple de par une contradiction des
contraintes, ne possède aucune solution.

Définition 19. Sur-constriction : Un système de contraintes géométriquesS =
(C,X,A) est sur-contraint pour une valuation des paramètresρ si |Fρ(S)| = 0.

Exemple 6. GCS sur-contraint

La figure 1.5 représente unGCS sur-contraint de par une contra-
diction des contraintes. En effet, les trois côtés de ce triangle sont
contraints d’avoir la même longueur, ce qui interdit8 l’angle droit.
La figure1.6 représente unGCSsur-contraint de par le non respect
de l’inégalité triangulaire. En effet, le segment [p1p2] a une longueur

8En géométrie euclidienne
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p1 p2

p3

k1

k1
k1

90◦

p1 p2

p3

23

8

Figure 1.5 -Triangle
sur-contraint du plan euclidien
de par une contradiction des

contraintes : l’angle vaut
60◦(triangle équilatéral) et

90◦(contrainte) à la fois

Figure 1.6 -Triangle
sur-contraint du plan euclidien

de par le non respect de
l’inégalité triangulaire : la

somme des longueurs p1–p3

et p3–p2 est inférieure à la
longueur p1–p2.

de 8. Pour que le triangle existe, il est dès lors nécessaire que la
somme des longueurs des deux autres segments soit supérieure ou
égale à 8, sans quoi on ne peut construire le pointp3

8.
Un exemple célèbre (pour des raisons que nous voyons plus bas)
de système sur-contraint est celui représenté à la figure1.14, dit
« double-banane ». Il s’agit d’unGCS en 3D composé de quatre
tétraèdres, arrangés en deux paires de tétraèdres connectés par une
face. Les deux sommets non connectés de chaque paire sont com-
muns aux deux paires (p1 et p2). Les seules contraintes (non expli-
citement représentées sur la figure1.14) sont les distances entre les
sommets d’un même tétraèdre. CeGCSest sur-contraint car chaque
paire de tétraèdre est rigide : on peut donc calculer la valeur de la
distance entrep1 et p2 à partir de chacune des deux « bananes » et
lorsqu’elles ne sont pas cohérentes il n’existe aucune solution.

Un GCSsous-contraint est unGCSqui, par exemple de par le trop faible nombre
de contraintes par rapport au nombre d’entités géométriques, possède une infinité
de solutions.

Définition 20. Sous-constriction : Un système de contraintes géométriquesS est
sous-contraint pour une valuation des paramètresρ si |Fρ(S)| = ∞.

Exemple 7. GCS sous-contraint

La figure1.7 montre unGCSsous-contraint très simple, que nous
appelons le « papillon ». Il consiste en deux sous-systèmes parta-
geant un point commun, chaque sous-GCScorrespondant à l’un des
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triangles et étant constitué de trois distances. Comme aucunangle
n’est contraint entre des côtés des deux triangles, on peut transfor-
mer une figure solution en appliquant une rotation de centrep1 sans
violer de contrainte, c’est-à-dire obtenir ainsi une autresolution9.
Pour revenir à un nombre fini de solutions, il faut donc d’une part
fixer un des deux triangles dans le plan, mais aussi donner unedi-
rection dans le second triangle pour empêcher la rotation autour de
p1. La figure1.9 montre deux solutions duGCSpour illustrer cette
liberté de mouvement.

Un autre exemple est donné à la figure1.8. Il s’agit d’une chaîne
fermée10 constituée de 4 sous-systèmes engendrés chacun par une
contrainte de distance. Chacun de ces sous-systèmes est classique-
ment appelé une barre rigide. Si l’une des barres est totalement fixée,
les 3 autres sont toujours susceptibles de se mouvoir (sauf cas de va-
leurs de distance très particulières : l’une des valeurs estégale à la
somme des trois autres). Par exemple, si le segment [p1p2] de la fi-
gure1.8est fixé, le segment [p2p3] est encore en libre rotation autour
de p2. La figure1.10montre deux solutions duGCSpour illustrer
cette liberté de mouvement.

Nous avons déjà vu dans l’exemple6 que la « double-banane » était
un GCSsur-contraint. Toutefois, si la valeur de la distance entrep1

et p2 est la même dans chacune des deux paires de tétraèdres et qu’il
n’y a donc pas sur-constriction, alors le système est sous-contraint,
car chacune des deux paires de tétraèdres est en libre rotation autour
de l’axep1p2.

Enfin, unGCSbien contraint est unGCSqui n’est ni sur-contraint ni sous-contraint.

Définition 21. Bonne constriction : Un système de contraintes géométriquesS
est bien contraint pour une valuation des paramètresρ si |Fρ(S)| est fini non nul.

Notons que la bonne constriction est parfois définie [Jer02] comme la dénombrabi-
lité des solutions d’unGCS, ce qui autorise certains systèmes ayant une infinité de
solutions.

Dans la plupart des méthodes de résolution, on considère comme bien contraint un
GCSdéfinissant un objet rigide11. On se ramène donc à un nombre fini de solutions

9On dit que les sous-systèmesp1p2p3 et p1p4p5 sont en libre rotation autour dep1
10Nous définissons formellement les chaînes fermées plus loin, à la définition33, mais on peut ici

le comprendre intuitivement avec l’idée d’un mécanisme fermé, créant un objet de genre non nul.
11C’est-à-dire, intuitivement, un objet pour lequel toutes les distances et tous les angles entre deux

parties sont fixes
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p1

p2

p3

p4

p5

p1 p2

p3p4

Figure 1.7 -Système
sous-contraint : le

« papillon », fait de deux
triangles rigides en libre

rotation autour de leur point
commun p1.

Figure 1.8 -Système
sous-contraint : chaîne

fermée constituée de 4 barres
rigides. Deux solutions de ce

GCS sont présentées à la
figure 1.10

Figure 1.9 -Deux solutions
du « papillon » représenté à

la figure 1.7

Figure 1.10 -Deux solutions
du « 4 barres » représenté à

la figure 1.8
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Figure 1.11 -Triangle rigide
contraint par trois distances

Figure 1.12 -Hexagone rigide
indécomposable

en positionnant leGCS: on fixe un point et une droite (en 2D) ou un point et deux
droites (en 3D) dans le système.

Exemple 8. GCS rigide

Nous donnons ici deux exemples deGCS décrivant des objets ri-
gides. La figure1.11illustre un triangle contraint par trois distances.
Ses solutions sont aisément constructibles [Car89], si on le fixe dans
le plan en donnant les coordonnées d’un de ses points et la direction
d’une droite passant par ce point.

La figure1.12 représente unGCSrigide mais considéré indécom-
posable12 fait de 6 points et 9 distances. Dans la suite, nous faisons
référence à ce système en l’appelantK3,3 : le graphe construit en
remplaçant chaque entité géométrique par un nœud et en insérant
une arête entre deux nœuds s’il existe une contrainte entre les deux
points correspondants13 est le graphe biparti completK3,3.

Les trois définitions des niveaux de constriction que nous venons de donner sont
sémantiques : elles déterminent trois classes deGCSbasées sur la taille de l’en-
semble des solutions. Parce qu’il est nécessaire de pouvoirdéterminer le niveau de
constriction durant la phase de résolution, c’est-à-dire avant de calculer l’ensemble
des solutions, la littérature contient des définitions basées sur une analyse duGCS,
qui déterminent des classes deGCSproches de celles recherchées mais pas tout à
fait égales.

Nous détaillons plus avant ces différentes caractérisations de la constriction au cha-
pitre2. Nous en donnons ici une, découlant de la définition de la rigidité générique,
introduite par L [Lam70] pour des graphes. Nous l’adaptons à notre forma-

12Au sens où les seuls sous-systèmes rigides qu’il contient sont engendrés par une contrainte.
13Cf. définition32p. 37du graphe de contrainte d’unGCS
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lisme. Elle requiert tout d’abord la définition des notions de degrés de libertéet de
degrés de restriction.

Définition 22. Degrés de liberté d’une entité géométrique :Soit (Σ,E) un uni-
vers géométrique. Le nombre de degrés de liberté d’une entité géométrique x de
sorte s∈ Σ, notéddl(x), est le nombre minimal de paramètres qu’il faut pour fixer
un élément interprétant la sorte s.

Exemple 9. Degrés de liberté d’une entité géométrique

En deux dimensions, le nombre minimum de paramètres pour fixer
un point est de 2 (e.gabscisse et ordonnée), de même pour une droite
(e.g.coefficient directeur et ordonnée à l’origine ou coordonnées du
projeté de l’origine sur la droite). En trois dimensions, unpoint a 3
degrés de liberté et une droite en a 4.

Définition 23. Degrés de restriction d’une contrainte : Soit (Σ,E) un univers
géométrique. Le nombre de degrés de restriction d’une contrainte c, notéddr(c) est
le nombre de degrés de liberté qu’elle retire à l’une des variables qu’elle contraint
si toutes les autres sont fixées.

Exemple 10. Degrés de restriction d’une contrainte

Une contrainte fixant la distance entre deux points (dist_pp() dans
la signature de l’exemple1) possède 1 degré de restriction, quelle
que soit la dimension du modèle géométrique considéré :
– en 1D, un point possède 1 degré de liberté et lorsque l’on connaît

un second point et sa distance à ce point, il est fixé ;
– en 2D, un point possède 2 degrés de liberté et lorsque l’on connaît

un second point et sa distance à ce point, il se retrouve sur un
cercle. Il lui reste alors un degré de liberté (positionnement sur le
cercle) ;

– en 3D, un point possède 3 degrés de liberté et lorsque l’on connaît
un second point et sa distance à ce point, il se retrouve sur une
sphère. Il lui reste alors deux degrés de liberté (positionnement
sur la sphère).

Le degré de restricition d’une contrainte paramétrée dépend de la valeur de son
paramètre. Ainsi, l’exemple10 mentionne un degré de restriction de 1 pour une
contrainte de distance entre deux points. Toutefois, si la valeur associée à cette
contrainte est nulle, la contrainte de distance devient unecontrainte d’égalité de
points, qui retire doncn degrés de liberté en dimensionn.

Toutefois, pour toutes les autres valeurs de paramètres, ledegré de restriction est 1.
On dit alors que le paramètre 0 est un cas dégénéré et on considérera que le degré
de restriction d’une contrainte de distance est 1.



32 1. Terminologie des systèmes de contraintes géométriques

Définition 24. Degrés de liberté et de restriction d’unGCS: SoitS = (C,X,A)
unGCS. Le nombre de degrés de liberté deS est la somme des degrés de liberté de
ses entités géométriques. Le nombre de degrés de restriction deS est la somme des
degrés de restriction de ses contraintes.

ddl(S) =
∑

x∈X

ddl(x) ddr(S) =
∑

c∈C

ddr(c)

Exemple 11. Degrés de liberté d’unGCS

Si l’on revient à la figure1.3 (p. 23), on a unGCSoù la somme des
degrés de liberté des entités est 6 (3 points en 2D, 2 degrés deliberté
chacun) et la somme des degrés de restriction des contraintes est 2 (2
contraintes de distance). Il reste donc 4 degrés de liberté àfixer dans
le GCS. En effet, en fixant le pointp1, une des coordonnées dep2 et
une des coordonnées dep3 on a retiré toutes ses libertés au système.

À partir des définitions des degrés de liberté et de restriction, on peut définir les
niveaux de rigidité structurels. Ils correspondent à la caractérisation de la rigidité de
L [Lam70].

Définition 25. Niveau de rigidité structurel : Soit(Σ,E2) un univers géométrique
avec une interprétation en deux dimensions etS = (C,X,A) un GCSconstruit sur
Σ. S est dit
– structurellement sur-rigide si∃X′ ⊆ X tel que le systèmeS′ engendré par X′

satisfaitddr(S′) > ddl(S′) − 3 ;
– structurellement sous-rigide siddr(S) < ddl(S) − 3 et qu’il n’est pas structurel-

lement sur-rigide ;
– structurellement rigide s’il n’est ni structurellement sur-rigide ni structurelle-

ment sous-rigide.

Autrement dit,S est structurellement bien rigide siddr(S) = ddl(S)−3 et que pour
tout sous-systèmeS′ ⊂ S on addr(S′) ≤ ddl(S′) − 3. De nombreux solveurs 2D
recherchent donc à obtenir un système àn entités et 2× n− 3 contraintes ayant un
degré de restriction (et n’ayant pas de sous-système àn′ entités géométriques et plus
de 2× n′ − 3 contraintes).

De par l’importance accordée aux systèmes rigides, de nombreux articles de la litté-
rature parlent de systèmes structurellement bien contraints (respectivement structu-
rellement sur-contraints et structurellement sous-contraints) pour désigner des sys-
tèmes structurellement rigides (respectivement structurellement sur-rigides et struc-
turellement sous-rigides). Le retrait de 3 degrés de liberté dans la définition corres-
pond aux trois degrés de liberté d’un objet rigide dans le plan : deux degrés en
translation et un degré en rotation.
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Il est important de noter que la définition de la bonne constriction structurelle ne
permet pas de détecter les cas où des valeurs spécifiques des paramètres empêchent
d’avoir des solutions (cas de la figure1.6) ou produisent des cas dégénérés (e.g.
contrainte de distance avec une métrique de 0). Elle permet de définir des systèmes
qui sont rigidesdans le cas général. Plus formellement, elle est valable uniquement
dans le cas générique [GSS93, Gra02], c’est-à-dire quand les valeurs des paramètres
n’amènent pas un cas dégénéré.

Définition 26. Généricité : SoitS = (C,X,A) unGCS. On note∆ l’espace des va-
luationsρ des paramètres.S est dit génériquement bien contraint (resp. générique-
ment sur-contraint et génériquement sous-contraint) si lamesure du sous-espace de
∆ tel queS n’est pas bien contraint (resp. sur-contraint et sous-contraint) est nulle
par rapport à∆.

On étend bien entendu cette définition à n’importe quelle classe deGCS: un GCS
est génériquement rigide, par exemple, si le sous-espace des valuations des para-
mètres tel qu’il n’est pas rigide est de dimension nulle.

Intuitivement, la généricité est une définition probabiliste : une propriété est géné-
riquement vrai quand son contraire est de probabilité nulle.

Notons que dans les applications classiques au plan euclidien (resp. à l’espace eucli-
dien), la définition de la généricité s’entend au sens du nombre de figures solutions
dansC2 (resp.C3) : le GCSde la figure1.11est génériquement rigide car pour la
quasi-totalité des valuations des paramètres, il existe des solutions, même si ces so-
lutions sont dans les complexes quand les valuations des paramètres ne permettent
pas de respecter l’inégalité triangulaire.

La définition25a d’autres limites que la restriction au cas générique : ellene fonc-
tionne que pour des systèmes ne contenant que des points et des contraintes de dis-
tance et a été abusivement généralisée à tous les systèmes 2D. Dans de nombreux
systèmes avec des contraintes d’angle, la définition tient toujours, mais il existe des
contre-exemples, comme celui de la figure1.13où un triangle est contraint par trois
angles : structurellement, le système est bien contraint mais dans la pratique il est
soit sur-contraint (à partir de deux angles, on peut calculer le troisième, il peut donc
y avoir contradiction) soit sous-contraint (si les valeurssont cohérentes, alors le
système n’est pas rigide, car on peut appliquer une homothétie à une solution sans
violer de contrainte). Elle doit donc être étendue en ajoutant que dans n’importe
quel ensemble den droites, il doit y avoir au maximumn− 1 angles.

Il a été suggéré dans un premier temps d’étendre la définitionde la bonne constric-
tion structurelle en 3D auxGCS contenantn entités géométriques et 3× n − 6
contraintes et ne contenant pas de sous-système àn′ entités géométriques ayant
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p1

p2

p3

p4

p5

p6

p7 p8

Figure 1.13 -Contre-exemple
2D de l’extension de la

caractérisation de Laman à
des GCS ne contenant pas

uniquement des points et des
distances : le système est soit

sur-contraint soit
sous-contraint, alors que

ddr(S) = ddl(S) − 3.

Figure 1.14 -La
double-banane : chaque trait
représente une contrainte de
distance. Selon les métriques
associées aux contraintes, le
système peut n’avoir aucune

solution ou une infinité de
solutions.

plus de 3× n′ − 6 contraintes. Cette approche suivait la logique de la définition 25 :
chaque entité géométrique a 3 degrés de liberté et un objet rigide a 6 degrés de
liberté (3 en translation, 3 en rotation). Toutefois, des contre-exemples ont rapide-
ment été trouvés, parmi lequel la « double-banane » déjà rapidement évoquée dans
les exemples6 et 7. Des versions étendues de cet exemple existent pour augmenter
la connectivité du graphe [MS04]. D’autres configurations beaucoup plus simples
utilisant des contraintes d’angle existent, comme par exemple les configurations
d’O [MF06].

1.6 Bord et décomposition

Dans un systèmeS, un sous-systèmeS′ a des variablesinterneset des variablesde
bord. Les variables de bord sont celles qui apparaissent dans descontraintes où ap-
paraissent également des variables deS−S′. Ainsi, par exemple, dans la figure1.4,
pour le sous-systèmeS1, les variables de bord sont{p3, p5} et les variables internes
sont{p1, p2}.

Nous avons rencontré les variables de bord lorsque nous avons défini la compati-
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bilité de figures14. Nous en avons aussi précisé les conditions d’existence au théo-
rème1. Le système qu’elles induisent joue un rôle prépondérant dans la décomposi-
tion en sous-systèmes car lesystème de bordd’un systèmeS1, sous-système deS =
S1 + S2, contient toutes les informations nécessaires pour récupérerF (S)|vars(S2).

Définition 27. Système de bord :SoientS1 = (C1,X1,A1) et S2 = (C2,X2,A2)
deuxGCSconstruits sur la même signature. Le système de bord deS1 par rapport
àS2 est le systèmeBS2(S1) = (Ce,Xe,Ae) tel que
– Xe= X1 ∩ X2 ;
– Ae= A1 ∩ A2 ;
– F (BS2(S1)) = F (S1)|(X1∩X2).

Pour améliorer la clarté des notations, quand le système de bord deS1 est calculé
par rapport àS2 et en l’absence d’ambiguïté,BS2(S1) sera noté simplementB(S1).
De même, on parlera dubord deS1.

Il est important de noter que la définition du système de bord est sémantique puisque
fondée sur une égalité d’ensembles solutions. Il n’y a donc pas de garantie que la
signature permette d’exprimer les contraintes correspondantes. Ceci est notamment
discuté au chapitre3, où nous évoquons les conditions de correction des méthodes
de décomposition.

Le théorème815 montre que retirer un sous-systèmeS1 d’un GCSS ne change pas
les solutions du système résultant si le bord deS1 est ajouté :

SoitS = S1+S2 unGCSavecS2 = (C2,X2,A2). La restriction deF (S) aux
variables deS2 est l’ensemble des solutions du système obtenu en ajoutant
le bord deS1 àS2 :

F (S)|X2 = F (S2 + B(S1))

En d’autres termes, il prouve la validité des méthodes de décomposition ascen-
dantes : si les solveurs des sous-systèmes sont corrects (i.e. ne fournissent que des
figures qui satisfont les contraintes) alors l’assemblage des sous-figures fournira des
solutions valides.

Exemple 12. Ajout du bord

Dans l’exemple4, X2 est l’ensemble{p3, p4, p5} et F (S2) contient
tous les triangles isocèles dont l’angle en le sommet principal vaut
α. On peut observer queF (S)|X2 est le sous-ensemble deF (S2) où
la distance entrep3 et p5 estk1. F (S2) comporte une infinité de tri-
angles qui ne sont des restrictions d’aucune solution deS : ceux pour
lesquels la distance entrep3 et p5 ne vaut pask1.

14Cf. définition16p. 24
15Cf. p. 78
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L’ensembleX1 est {p1, p2, p3, p5}. Les variables du bord sont donc
Xe = X1 ∩ X2 = {p3, p5} etF (B(S1)) contient tous les segments du
plan euclidien dont la longueur estk1. En considérant la signature de
l’exemple1, cet ensemble peut être syntaxiquement exprimé par le
systèmeB(S1) = ({dist_pp(p3, p5, k1)}, {p3, p5}, {k1}).
Ainsi, S2 + B(S1) restreintS2 aux triangles isocèles où le segment
opposé à l’angle principal a pour longueurk1. On a bienF (S2 +

B(S1)) = F (S)|X2.
Notons queF (B(S2)) est l’ensemble des segments du plan –i.e.
E2

2 – puisque les inconnues du bord deS2 sont {p3, p5} et que la
distance entre ces deux points, dansS2, n’est contrainte ni directe-
ment (par l’énoncé) ni indirectement (par un théorème permettant
de calculer cette distance à partir des contraintes deS2). Ici, la re-
lation estF (S)|X1 = F (B(S2) + S1) mais le système de bordB(S2)
n’amène pas d’informations pertinentes puisqueF (S)|X1 = F (S1).
Cela signifie que retirerS2 deS n’a aucun impact sur l’espace des
solutions valides des inconnues deX1.

Le bord d’unGCSpeut être génériquement sur-contraint : par exemple, si un sys-
tème rigide partage trois points avec le reste du système, son bord contient notam-
ment les trois distances et les trois angles du triangle. Nous définissons donc la
notion de base d’unGCS, à partir de laquelle l’ensemble des informations duGCS
peuvent être calculées.

Définition 28. Base d’un système de contraintes géométriques: SoitS un sys-
tème de contraintes géométriques, avecS = (C,X,A). Une base deS est unGCS
S′ = (C′,X,A) minimal non génériquement sur-contraint tel que∀c ∈ C, (C′ ∪
{c},X,A) est génériquement sur-contraint.

Nous précisons maintenant ce que signifie décomposer un système de contraintes
géométriques. La décomposition d’unGCSrepose sur la stratégie « diviser pour
régner ». LeGCS est coupé en sous-systèmes qu’un solveur peut gérer (i.e. soit
résoudre directement, soit décomposer récursivement). L’objectif de la décomposi-
tion est la résolution du système global, la résolution directe d’unGCSde grande
taille étant souvent impossible. La décomposition a aussi pour avantage de réduire
la complexité du processus de résolution, même si dans bien des cas il ne s’agit
que de division par une constante, la complexité de la résolution d’un sous-système
étant la même que la complexité de résolution du système global. Pour des mé-
thodes avec une complexité exponentielle, comme nous en voyons au chapitre2, le
gain est substantiel.

Définition 29. Décomposition d’unGCS : Une décomposition d’unGCSS =
(C,X,A) est une suite deGCSS1, . . . ,Sn telle queF (S) = F (S1 + · · · + Sn)|X∪A et
S ⊂ (S1 + · · · + Sn).
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Autrement dit, une décomposition n’est pas une partition des contraintes deS dans
la mesure où de nouvelles contraintes peuvent apparaître dans les systèmesSi. Tou-
tefois, s’il y a des contraintes supplémentaires créées, elles doivent nécessairement
être redondantes avec celles deS, car dans le cas contraire,F (S) , F (S1+· · ·+Sn).
De manière évidente, une décomposition doit être guidée parla sémantique, sa dé-
finition reposant sur le fait que l’interprétration d’une séquenceS1 + · · · + Sn est la
même que celle deS.

1.7 Méthodes de résolution

Nous formalisons ici diverses notions utiles à la résolution. Tout d’abord, définis-
sons ce qu’est un solveur.

Définition 30. Solveur : Soient(Σ,E) un univers géométrique etS = (C,X,A) un
système de contraintes géométriques non génériquement sur-contraint. Un solveur
est une fonction qui àS associe un ensemble de figures deS.

Notons qu’un solveur, d’après cette définition, doit associer à chaque inconnue des
coordonnées, mais que les figures qu’il fournit ne sont pas nécessairement des so-
lutions. On dit d’un solveur qu’il estcorrect si toutes les figures qu’il fournit sont
des solutions duGCSet qu’il estcomplets’il fournit toutes les solutions.

Une approche répandue pour la conception d’un solveur est ladonnée d’un plan de
construction.

Définition 31. Plan de construction : Étant donné un ensemble de solveurs P, un
plan de construction est une décomposition deS enS1 . . .Sn telle que :
– S1 est un sous-système deS ;
– ∀i ∈ [1, . . . ,n], Si est résoluble par un solveur de P ;
– ∀i ∈ [2, . . . ,n], les entités géométriques communes àSi et à la somme desS j , j <

i sont des paramètres deSi.

On dit d’un plan de construction qu’il est strict si aucun systèmeSi n’a plus d’une
inconnue. Sinon, on dit qu’il s’agit d’un plan de construction par blocs.

Une autre approche répandue (et non incompatible) est d’abstraire le GCS sous
forme d’un graphe de contrainte.

Définition 32. Graphe de contrainte : Le graphe de contrainte d’unGCSS =
(C,X,A) est le graphe(V,E) défini par :
– il y a une bijection entre V et les entités géométriques deS ;
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– il y a une bijection entre E et les contraintes deS ;
– si x ∈ X ∪ A est une variable de c, l’arête correspondant à c est incidente au

nœud correspondant à x.

Notons que dans le cas de contraintes dont l’arité est supérieure à 2, il s’agit d’un
hyper-graphe. Selon la topologie du graphe de contraintes,on peut dire que leGCS
possède une chaîne fermée.

Définition 33. Chaîne fermée :Une chaîne fermée d’unGCSest un sous-système
dont le graphe de contraintes est un cycle.

Par opposition, un système est une chaîne ouverte s’il ne contient pas de chaîne fer-
mée. Dans le domaine de la cinématique, la définition de chaîne fermée est considé-
rée dans le cadre d’un assemblage d’objets rigides. Le graphe de contraintes contient
alors un nœud par objet rigide et les arêtes représentent lescontraintes d’incidence.
Pourtant, en modélisation par contraintes, chaque objet rigide serait représenté par
un sous-système à plusieurs entités, formant plusieurs chaînes fermées. Dès lors, un
objet que l’on modéliserait naturellement comme une chaînefermée peut être consi-
dérée comme une chaîne ouverte si les cycles du graphe correspondent en réalité à
des sous-systèmes rigides.
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Chaque problème résolu en fait naître d’autres, en général
plus difficiles
– Georges Pompidou, homme politique français

Dans ce chapitre, nous effectuons un aperçu des principales méthodes de résolu-
tion de GCS décrites dans la littérature. Nous commençons par décrire globale-
ment quelles sont les grandes approches de la résolution de systèmes de contraintes
géométriques et montrons quels sont actuellement les grands algorithmes de dé-
composition. Nous mettons ensuite l’accent sur une étude des articles traitant de la
caractérisation du niveau de constriction d’un système et de la manipulation ou de
la résolution de systèmes de contraintes géométriques sous-contraints.
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2.1 Résolution de systèmes de contraintes géométriques

La section2.1.1offre un aperçu des grandes familles de méthodes de résolution et
donne leurs forces et faiblesses respectives. La section2.1.2effectue un survol des
méthodes de décomposition deGCS.

2.1.1 Grandes approches de la résolution

La résolution de systèmes de contraintes géométriques est une science jeune et, à ce
titre, le recul peut manquer encore pour effectuer une classification satisfaisante des
différentes approches de la résolution deGCS. Nous donnons ici une classification
proche de la plupart de celles que l’on retrouve dans les articles récents.

On peut tout d’abord classer les méthodes de résolution en deux grandes familles,
selon qu’elles traduisent les contraintes sous forme d’équations ou non. Les pre-
mières forment la famille des méthodes de résolution algébriques, les secondes la
famille des méthodes de résolution géométriques.

Les méthodes algébriques sont générales et peuvent fonctionner dans tout univers
géométrique dans lequel les résolutions d’équations sont formalisées et axioma-
tisées. Elles traduisent le système de contraintes géométriques sous la forme de
systèmes d’équations et travaillent sur ces équations en oubliant le caractère géo-
métrique de ce que représentent les inconnues. Les méthodesalgébriques peuvent
elles-mêmes se différencier en deux familles :
– les méthodes symboliques, qui manipulent formellement ces équations ;
– les méthodes numériques, qui réalisent des calculs itératifs approchant les solu-

tions.
Les méthodes géométriques ne peuvent fonctionner que dans le cadre des raison-
nements pris en compte par le programme et ne sont donc pas complètes. Elles se
basent en général sur des raisonnements génériques. Leur objectif est la mise au
point d’un plan de construction paramétré à évaluer numériquement. Les méthodes
géométriques peuvent elles aussi se subdiviser en
– les méthodes à base de règles, qui opèrent des déductions géométriques à partir

de règles de déduction explicites ;
– les méthodes à base de graphe, qui abstraient et approchentles connaissances

géométriques sous la forme de règles combinatoires.
Nous donnons ici des détails sur les différentes familles de méthodes. Le lecteur
désireux d’en savoir plus pourra se référer à quelques papiers réalisant un état de
l’art de ces questions : [BFH+95, Doh95, HJA05, Hof06, JMS07, JA09]
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2.1.1.1 Méthodes symboliques

Les méthodes symboliques consistent à manipuler directement les équations. Leur
intérêt réside dans leur capacité à résoudre de manière exacte toute une classe de
problèmes avec des paramètres. Ces méthodes sont proches despreuves en géomé-
trie.

Le principe de ces méthodes est de trianguler le système d’équations puis de ré-
soudre chacune des équations obtenues. Parmi les méthodes de triangularisation,
on peut citer les bases de G̈ [BCK88, Buc85, Kon90, Kon92] et la pseudo-
division de R-W [Cho88, CG90, GC98a, GC98b, Wu86].

Leur inconvénient principal est leur coût algorithmique, au moins exponentiel, qui
les rend inutilisables dans la pratique pour des logiciels de modélisation interactive.

2.1.1.2 Méthodes numériques

Les méthodes numériques, contrairement aux symboliques, ont l’avantage de leur
efficacité : elles consistent à profiter de la puissance de calculdes ordinateurs pour
effectuer des calculs itératifs approchant les solutions. Elles consistent à considérer
le système de contraintes géométriques comme un problème d’optimisation.

La plus connue d’entre elles est la méthode de N-R [Ypm95], qui
consiste à dériver la matrice correspondant au système de contraintes et à approcher
la courbe de la fonctionf à optimiser par sa dérivéef ′ (la matrice Jacobienne dans
notre cas). À partir d’une valeurxn à l’étapen (initialement celle de l’esquisse) on
prend comme valeur à l’étapen+1 une racine de l’hyperplan tangent à la courbe en
xn : xn+1 = xn− f ′(xn)−1 f (xn). On itère ainsi jusqu’à être suffisamment proche d’une
solution. Puisqu’elle passe par une inversion de matrices,la méthode ne fonctionne
que sur des matrices carrées et donc des systèmes bien contraints.

Cette méthode est bien sûr sensible aux optimums locaux et estbien connue pour
manquer de stabilité. L’homotopie ou continuation [AG93] a été appliquée aux sys-
tèmes de contraintes géométriques par L et M [LM95, LM96a] puis
utilisée par différents auteurs [Dur98, DH00]. C’est une méthode plus stable opé-
rant un suivi de courbe paramétrée : elle consiste à faire l’interpolation linéaire pour
t de 0 à 1 de la courbe définie par le système d’équationsH(X, t) = tF(X) + (1 −
t)(F(X) − F(x0)). Elle est un peu plus coûteuse mais a, contrairement à N-
R, des bassins d’attraction intuitifs : si la figure initialex0 est proche d’une
solutionx, c’est versx que l’homotopie convergera.
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Des approches globales par algorithmes génétiques ont été proposées [GCG99,
CC02, CLC06, VEG06] mais donnent des résultats peu satisfaisants en terme de
ratio temps/précision. L’arithmétique par intervalles [Moo87] fournit de bons ré-
sultats mais son coût l’a longtemps rendue inutilisable dans la pratique. L’ajout de
techniques de programmation par contraintes améliore leurefficacité [NTC10]. La
littérature contient d’autres méthodes [Bor81, LLG81, Nel85].

Outre les problèmes de stabilité, les méthodes numériques souffrent aussi de leur
incomplétude : N-R, par exemple, ne fournit qu’une seule solution.
L’homotopie peut fournir toutes les solutions, mais son coût en est alors augmenté.

2.1.1.3 Méthodes à base de graphes

Les méthodes à base de graphe traduisent le système de contraintes géométriques
sous la forme d’un graphe de contrainte. Elles fonctionnentpar décompte de degrés
de liberté et sont donc limitées au cas générique. La connaissance géométrique est
compilée sous la forme de règles combinatoires.

Une approche classique est celle de la propagation de degrésde liberté [Sut63,
LK98, FBMB90, VA92] : en fixant un segment, on regarde itérativement quelles
entités sont considérées comme constructibles. La rétro-propagation consiste, à l’in-
verse, à retirer itérativement du graphe les nœuds qui ont autant de contraintes que
de degrés de liberté, jusqu’à atteindre un système que l’on doit savoir résoudre,
dans l’idéal limité à un segment (en 2D, deux segments ayant un point commun en
3D). Les méthodes de (rétro-)propagation échouent à résoudre des systèmes dont
le graphe de contrainte et triconnexe, comme celui de la figure 8.2. A-A et
al. [AAHMS99] proposent une méthode de constructions de clusters par propaga-
tion et d’assemblage de ces clusters, permettant d’augmenter la classe des systèmes
résolubles, sans pour autant permettre de traiter n’importe quel système à graphe
triconnexe.

Une autre façon de procéder, avec des résultats similaires,consiste à considérer
le systèmes de contraintes géométriques sous la forme d’un graphe de flux et à
chercher à maximiser le flot y circulant. Le théorème de K̈-H indique que
l’existence d’un couplage parfait est équivalente à la bonne constriction générique
duGCS. L et M [LM96b] sont les premiers à utiliser cette approche
sur des systèmes de contraintes géométriques, approche reprise et étendue par H-
 et al. [HLS98]. J et al. [JNT03] y ajoutent des connaissances géomé-
triques explicites pour améliorer la correction.

Enfin, les méthodes de décomposition, descendantes ou ascendantes, sont nom-
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breuses avec des graphes. Parmi les plus importantes, on peut citer les travaux
d’O [Owe91], qui effectue une décomposition descendante en découpant des
graphes en composantes triconnexes par la recherche de paires d’articulations. Il
coupe le graphe au niveau d’une paire d’articulation, résout (récursivement) l’une
des deux parties, et ajoute une contrainte virtuelle dans laseconde pour palier au
retrait du reste du système1. F et H [FH97] obtiennent une méthode
de décomposition similaire à celle d’O en formant desclusters. J-A et
al. [JASRVMVP04] montrent que les systèmes résolubles par ces méthodes sontles
mêmes et propose une formalisation unifiée permettant de démontrer la congruence
de ces méthodes.

2.1.1.4 Méthodes à base de règles

Les méthodes à base de règles utilisent des systèmes expertsintégrant des raison-
nements géométriques explicites. À partir d’un ensemble derègles de déductions
et du système de contraintes géométriques, elles consistent à chercher à appliquer
des règles de déduction, le cas échéant en construisant de nouvelles entités géo-
métriques, pour calculer un plan de construction enchaînant des constructions géo-
métriques simples : intersections de droites, de cercles, construction d’une droite
passant par deux points connus,etc.

La plupart des approches de résolution deGCS à base de règles sont limités au
plan [Ald88, AMRV91, Brü93]. Les premières méthodes traitant de systèmes 3D
sont en réalité limitées à des cas très spécifiques et ont une puissance de résolu-
tion faible [Brü87]. Certaines méthodes se confondent en outre avec des prouveurs
géométriques [Brü87].

S [Sun87] propose une méthode par agglomération en construisant deux types
de sous-systèmes : les CA-sets, où tous les angles sont connus; les CD-sets, où
toutes les distances sont connues. Un raisonnement géométrique lui permet d’ajou-
ter des entités à des CD-sets ou des CA-sets et d’opérer des fusions de ces sous-
systèmes. Le mode de fusion ou d’ajout lui permet également de déduire un plan de
construction.

V et al. [VSR92] montrent que l’ajout de nouvelles informations permet
d’augmenter la puissance de résolution, en résolvant notamment le système de la
figure 8.2, que les méthodes d’alors (opérant principalement par propogation des
degrés de liberté) ne pouvaient traiter.

1Les travaux d’O seront décrits plus précisément dans la section3.3, où nous en prouvons la
correction et la complétude.
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J-A et S-R [JASR97] formalisent un solveur à base de règles sous la
forme d’un système de réécriture et prouvent ainsi la convergence de leur méthode.

Peu de nouveautés ont été proposées dans la littérature dansla dernière décennie.

2.1.1.5 Méthodes hybrides

Bien sûr, certaines méthodes ne se classent totalement dans aucune des quatre fa-
milles évoquées plus haut, car elles sont hybrides.

Parmi celles-ci, on peut citer notamment la méthode de reparamétrisation qui con-
siste à résoudre un système que l’on ne sait pas décomposer enretirant une con-
trainte puis en opérant une rétro-propagation. Si la rétro-propagation échoue à abou-
tir à une chaîne ouverte, on continue à retirer des contraintes et à recommencer
la rétro-propagation. Ensuite, on rajoute autant de contraintes qu’on en a préala-
blement retirées, pour transformer la chaîne ouverte obtenue en un système bien
contraint. On fait ensuite numériquement varier les valeurs des paramètres des con-
traintes ajoutées pour rattraper les contraintes que l’on aretirées. Cette approche a
été introduite par G et al. [GHY02, GHY04] dans le cas de la suppression d’une
unique contrainte et étendue par F et S [FS06, FS07, FS08].

L et K [LK96, LK98] introduisent une méthode considérant un raisonnement
sur les graphes pour accélérer le raisonnement d’un systèmeexpert. De même,
J-A et S-R [JASR99] étendent les travaux de H et J-
A [HJA97] combinant une méthode constructive à base de graphes et une
méthode symbolique d’analyse d’équations. Ils la formalisent notamment sous la
forme d’un système de réécriture.

L et al. [LKLK03] améliorent une méthode à base de graphes en effectuant des
calculs numériques pour des étapes que le raisonnement combinatoire ne peut ef-
fectuer.

2.1.2 Décomposition de systèmes de contraintes géométriques

Une tendance générale des travaux de résolution, depuis la fin des années 80, est
la décomposition du système. Qu’elle soit ascendante (on identifie un sous-sytème
résoluble, on décompose récursivement le reste du système,puis on assemble les so-
lutions) ou descendantes (on donne un critère de découpage du système en plusieurs
sous-systèmes nous assurant de savoir assembler les solutions des sous-systèmes et
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on itère récursivement sur ces sous-systèmes avec comme critère d’arrêt l’identifi-
cation de sous-systèmes que l’on sait résoudre) elles ont toutes pour objectif à la
fois de simplifier le raisonnement géométrique et de faire diminuer le coût. Elles
ont également l’avantage d’augmenter la puissance de résolution, par rapport par
exemple aux méthodes à base de graphe fixant un segment puis opérant une propa-
gation des degrés de liberté. Cette puissance accrue tient dufait que les méthodes
consistent – même si ce n’est pas formalisé ainsi – à remplacer un sous-système
résolu par son bord.

Nous donnons ici des détails sur certains travaux particuliers de décomposition. Le
lecteur intéressé par les méthodes de décomposition pourrase référer à [JTNM06].
En outre, certaines méthodes citées plus haut2 fonctionnent par décomposition.

H et al. [HLS97, HLS98, HLS99] développent3 une méthode de décom-
position à base de flux qui produit des sous-systèmesdenses minimaux. Ces sous-
systèmes correspondent aux plus petits sous-systèmes respectant le critère de L-


4.

Z et G [ZG04, ZG06a] proposent une décomposition deGCS 3D basée
sur la connexité du graphe et les techniques d’assemblage correspondantes. Ils ar-
rivent notamment à détecter la sur-constriction dans certains cas, comme celui de
la double-banane, où l’extension du critère de L indique la bonne constriction.
Ils proposent également [ZG06b] des méthodes de décomposition spécifiques pour
des systèmes sous-contraints.

S [Sit06] introduit les graphes de couture5 et des critères permettant de
déterminer les conditions d’assemblage de systèmes 3D rigides ayant des points
communs.

D et al. [DMS97, DMS98] introduisent la notion de bord pour généraliser
la notion de lien virtuel d’O : lorsqu’un sous-système est résolu et retiré, ils
ajoutent au reste du système les informations calculables dans le sous-système ré-
solu concernant les entités géométriques partagées avec lereste du système.

Des travaux récents sur la décomposition cherchent à ne pas favoriser les systèmes
rigides. S et S [SS06] montrent ainsi comment résoudre des systèmes
que l’on peut mettre à l’échelle. S et M [SM06] en déduisent un algo-
rithme de décomposition qui réussit à résoudre des systèmesrigides non construc-

2S [Sun87], O [Owe91], L et M [LM96b], F et H [FH97],
A-A et al. [AAHMS99], J-A et al. [JASRVMVP04]

3En extension des travaux de L et M [LM96b]
4Cf définition22p. 31
5Angl. : seam graphs
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tibles à la règle et au compas. van der M et B [vdMB10] montrent
comment résoudre des systèmes rigides en les décomposant endes clusters non
rigides.

2.2 Gestion des différents niveaux de constriction

La section2.1 présentait un état de l’art des méthodes de résolution deGCS. Très
générale, elle n’abordait pas spécifiquement la question dela gestion des différents
niveaux de constriction d’unGCS. La présente section se centre sur la littérature
décrivant des approches de la sous-constriction, de la sur-constriction et de quelques
thématiques liées.

La section2.2.1fait le tour des différentes approches visant à caractériser le niveau
de constriction d’unGCSou à s’abstraire de l’hypothèse de rigidité ; la section2.2.2
explique en détail la méthode du témoin ; la section2.2.3parle des travaux visant
à s’abstraire de l’hypothèse de rigidité dans la résolution; la section2.2.4explique
quelles méthodes existent pour gérer le problème spécifiquede la sur-constriction
d’un GCS; enfin, la section2.2.5détaille les travaux concernant la correction de
GCSsous-contraints ou l’utilisation de la sous-constrictionpour la résolution de
systèmes.

2.2.1 Caractérisation du niveau de constriction

2.2.1.1 Topologie structurale

La topologie structurale est un domaine d’étude scientifique à part entière, plus
vieux et plus vaste encore que celui des systèmes de contraintes géométriques. Il
serait donc illusoire de vouloir en faire ici un état de l’artapprochant l’exhaustivité.
De par ses liens forts avec le sujet de nos travaux, nous en faisons ici un survol puis
détaillons quelques travaux particuliers.

Le sujet d’étude de la topologie structurale est les assemblages de segments rigides
(ou barres), reliés ensemble par leurs extrémités. Ces assemblages peuvent être re-
présentés sous la forme de graphes, dont les sommets sont despoints (du plan ou
de l’espace selon la dimension) et où une arête entre deux sommets signifie que ces
deux points sont reliés par une barre. La question posée en topologie structurale est
de savoir si un assemblage donné est rigide, c’est-à-dire ladistance entre n’importe
quel couple de points est fixée.
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a b

Figure 2.1 -Deux réalisations d’un même graphe 2D : réalisation
générique (a) et dégénérée (b)

Le lien avec la résolution deGCSvient de la possibilité de considérer ce champ de
recherche comme un cas spécifique de la caractérisation de larigidité, limité à un
univers où la seule entité géométrique est le point et les contraintes sont toutes des
contraintes de distance de point à point. Une réalisation d’un graphe est une solution
duGCSpour des valeurs connues des paramètres (ici les longueurs des barres).

Les travaux en topologie structurale sont basés sur l’hypothèse de généricité, qui
affirme que si une réalisation d’un graphe est rigide, alors presque toutes les réalisa-
tions de ce graphe sont rigides. Autrement dit, les valeurs des paramètres importent
peu pour étudier la rigidité d’un système à barres, puisque seules certaines valeurs
spécifiques des paramètres, dont la probabilité d’apparition est proche de 0, gé-
nèrent des réalisations non rigides. Ces cas sont appelés descas dégénérés et sont
la plupart du temps des réalisations où les points vérifient des contraintes d’inci-
dence ou d’alignement qui n’appartiennent pas au système. La figure2.1 montre
deux réalisations d’un même graphe : celle de gauche est générique (non dégéné-
rée) et rigide ; celle de droite est un cas dégénéré de par des égalités de distance qui,
induisant des parallélismes, génèrent un degré de liberté supplémentaire.

En terme deGCS, l’hypothèse de généricité exprime que s’il existe une valuation
des paramètresρ0 telle que les solutions du systèmeS = (C,X,A) sont rigides, alors
pour presque toute valuationρ : A → E des paramètres,Fρ(S) est bien-contraint
moduloles déplacements.

Dans le plan et avec l’hypothèse de généricité, la caractérisation de la rigidité a été
résolue par L [Lam70]6. Basée sur le théorème de K̈-H, la caractéri-
sation de L est purement combinatoire : elle indique qu’un graphe planaire
à n sommets est rigide s’il a 2n − 3 arêtes et aucun sous-graphe den′ sommets
avec plus de 2n′ − 3 arêtes. Des preuves alternatives du théorème de L ont été

6Cf. chapitre1 et plus précisément la définition25, p.32
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données [ST08, Tay99].

La caractérisation de L de la rigidité structurale est longtemps restée inappli-
quable de par le coût exponentiel d’une vérification de tous les sous-graphes. Les
travaux de Ĺ et Y [LY82] puis de J et J́ [JJ05] ont permis
de trouver des caractérisations basées sur la connexité du graphe et ainsi des algo-
rithmes en temps polynomial [Con05]. De même, H [Hen92] fournit un
algorithme permettant de décomposer le graphe en blocs rigides contenus les uns
dans les autres (qui correspond à une triangularisation parblocs).

En trois dimensions, aucune caractérisation combinatoiren’est connue. Une exten-
sion naïve du critère de L consisterait à définir comme structurellement rigide
un graphe àn sommets et à 3n− 6 arêtes et n’ayant pas de sous-graphe àn′ arêtes
et plus de 3n′ − 6 arêtes7. Le contre-exemple classique de la double-banane8 est
constitué de deux systèmes rigides ayant deux points communs.

Le système 2-connexe résultant est à la fois sous-contraintet structurellement sur-
contraint : il est structurellement sur-contraint car, sauf cas dégénéré, les valeurs de
la distance entre les deux points communs, calculées dans chacun des deux systèmes
rigides, ne sont pas identiques. Dans le cas où les valeurs sont cohérentes et où les
deux systèmes rigides peuvent être assemblés, alors l’ensemble est flexible puisque
la droite passant par les deux points communs constitue un axe autour duquel un
système peut tourner sans que l’autre ne change.

Les tentatives de déjouer ce problème en s’attaquant à la connexité du graphe et en
cherchant des coupes de graphe ont échoué, puisque M et S [MS04]
ont exhibé des systèmes construits à partir de la double-banane, respectant combi-
natoirement l’extension 3D de la caractérisation de Lmais avec une connexité
plus elevée. De même, C [Cra79] montre une extension de la double-banane
fait de plusieurs « bananes » interconnectées et propose d’analyser la topologie du
système pour caractériser la rigidité.

Dans le domaine de l’étude de la rigidité de systèmes 3D, l’undes résultats les plus
importants à ce jour est le théorème de C [Cau13] : il montre que les polyèdres
convexes sont rigides si leurs faces sont rigides. Sa preuveétait erronée, mais a été
plus tard corrigée par S en 1928. A a affaibli les hypothèses de
C en 1950 [Sab04]. Le théorème de C a été démontré différemment (et
sans erreur connue) par S [Sto68].

7De manière générale, on peut étendre ce critère en dimensiond en considérant structurellement
rigide un graphe àn sommets etdn− d(d+1)

2 arêtes et n’ayant pas de sous-système àn′ sommets et
plus dedn′ − d(d+1)

2 arêtes.
8Cf. fig. 1.14p. 34
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Ce résultat a été partiellement étendu par G [Glu74] qui montre que presque
tous les polyèdres (convexes ou non) sont rigides. Il fait l’hypothèse que cela est vrai
pour tout polyèdre triangulé, mais C [Con79] exhibe des contre-exemples.

H [Hen92] pose la question des conditions nécessaires pour qu’un gra-
phe ait une unique réalisation : il ne s’intéresse pas seulement à la rigidité du graphe
(nécessaire pour avoir une unique réalisation) mais aux conditions dans lesquelles,
moduloles déplacements, il n’existe qu’une seule solution. Il conclut notamment
que si un graphe en dimensiond a une unique réalisation, alors soit c’est un graphe
complet avec au plusd+1 nœuds, soit c’est un graphed+1 connexe génériquement
sur-contraint. Il propose des algorithmes (différents pour le plan et pour l’espace)
pour identifier les graphes rigides et non génériquement sur-contraints.

F [Fek06] pose quant à lui la question des éléments qu’il faut fixer dans un
graphe 2D quelconque pour qu’il soit rigide et, plus précisément, de l’ensemble
minimal de nœuds du graphe à fixer pour cela. Il montre que les deux problèmes
peuvent être résolus en temps polynomial, sans pour autant fournir d’algorithme.

Le lecteur désireux d’en savoir plus sur la topologie structurale pourra se référer
au livre de G, S et S [GSS93] ou au plus récent ouvrage de
G [Gra02].

2.2.1.2 Applications de la topologie structurale aux GCS

Les travaux de L et M [LM96b] visent à découper un système de
contraintes 2D fait den points et de 2n − 3 distances en trois parties : une partie
rigide, une partie flexible et une partie sur-contrainte, chacune des parties n’étant
pas nécessairement connexe. Ils considèrent le graphe biparti entités – contraintes
et cherchent un flux maximal. Afin de prendre en compte l’invariance par les dé-
placements, ils sélectionnent deux points reliés par une contrainte de distance et
ajoutent une contrainte virtuelle, liée à ces deux points, reliée au nœud puits par
un arc de capacité 3. Si un couplage parfait est trouvé, le graphe correspond à un
GCSrigide. Quand ce n’est pas le cas, ils identifient trois sous-graphes maximaux :
le sous-graphe qui admet un couplage parfait (qui correspond à la partie rigide), le
sous-graphe dans lequel il n’est pas possible de saturer toutes les contraintes (qui
correspond à la partie sur-contrainte) et le sous-graphe dans lequel il n’est pas pos-
sible de saturer tous les points (qui correspond à la partie flexible). Ils proposent
des moyens d’identifier des contraintes à retirer dans le second et à ajouter dans le
troisième afin de rendre le système rigide. Classiquement, ils traduisent également
le graphe de flux en graphe réduit, en orientant les arcs de valuation nulle du point
vers la contrainte et les autres arcs dans les deux sens, puisen fusionnant les nœuds
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appartenant à une même composante connexe de ce graphe.

L et M [LM98] ont proposé une méthode de décomposition trou-
vant une décomposée améliorée par rapport à celle de D-M. La
méthode est basée sur une étude du graphe bi-parti correspondant soit auGCSsoit
à un système d’équations. Le calcul d’un couplage maximal enancrant une arête
donnée pouvant mener à des erreurs, comme c’était le cas dansl’algorithme de L-
 et M [LM96b], ils proposent de tester chaque couplage maximal
obtenu en fixant tour à tour les différentes arêtes du graphe. Ils peuvent ainsi détec-
ter des graphes (et, par extension, desGCS) structurellement sur-contraints.

Les travaux de H et al. [HLS97] se basent sur la rigidité structurelle en
définissant la densité d’un graphe comme la différence de la somme des degrés
de liberté des entités géométriques et de la somme des degrésde restriction des
contraintes et en recherchant des sous-graphes denses, c’est-à-dire des sous-graphes
dont la densité est supérieure ou égale à−d en dimensiond.

Pour trouver des sous-graphes denses, ils se basent sur un calcul de couplage maxi-
mal dans le graphe biparti. Ils « distribuent » les degrés de restriction des contraintes
dans le graphe de flux en cherchant des chemins améliorants, jusqu’à ne pas pouvoir
distribuer totalement les degrés de restriction d’une contrainte. Lorsque cela arrive,
ils identifient un sous-graphe dense contenant cette contrainte.

Ils proposent également un algorithme pour trouver le sous-graphe dense minimal
d’un graphe structurellement sur-contraint dans le cas où les valeurs des paramètres
font qu’il a tout de même des solutions. Toutefois, l’ensemble des algorithmes pro-
posés dans [HLS97] se basent sur l’heuristique de la rigidité structurelle etéchouent
donc à caractériser correctement des systèmes construits sur un univers géométrique
plus vaste que des points et des distances du plan.

Des tentatives ont été menées [Sit00] pour trouver des heuristiques améliorant l’al-
gorithme de recherche des sous-graphes denses, en ne considérant que les sous-
graphes contenant au moinsd+1 sommets en dimensiond ou en ajoutant des règles
ad hocpour reconnaître certains sous-graphes précis. Il est facile toutefois de mon-
trer [JNT02] que ces deux approches n’améliorent que très peu la caractérisation,
voire créent de nouveaux problèmes.

2.2.1.3 Rigidité structurelle étendue

Pour palier à cela, les travaux de J et al. [JNT02, JNT03] donnent une
nouvelle définition de la rigidité structurelle, appeléees-rigidité (angl. : exten-
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ded structural rigidity), qui contrairement aux caractérisations précédentes, prend
en compte des connaissances géométriques. Ils introduisent la notion de Degré De
Rigidité (DOR) d’un sous-système qui est le nombre de déplacements indépendants
qu’il peut admettre.

À partir de cette notion, l’es-rigidité se définit comme suit : unGCSS est
– sur-es-rigide si∃S′ ⊆ S, DOR(S′) > ddl(S′) − ddr(S) ;
– sous-es-rigide si DOR(S) < ddl(S) − ddr(S) et queS ne contient pas de sous-

système sur-es-rigide ;
– es-rigide si DOR(S) = ddl(S)− ddr(S) et queS ne contient pas de sous-système

sur-es-rigide.
J et al. prouvent que l’es-rigidité est une meilleure approximation de la ri-
gidité que la rigidité structurelle classique en montrant qu’il n’y a pas plus de faux
positifs (systèmes non rigides classés comme étant rigides) en utilisant l’es-rigidité,
mais qu’il y a moins de faux négatifs.

De par la forte similarité entre la rigidité structurelle classique et l’es-rigidité9,
ils conseillent donc une modification de tous les algorithmes basés sur la rigidité
structurelle classique afin de prendre en compte l’es-rigidité. À titre d’exemple,
ils montrent quelles modifications à apporter à l’algorithme de recherche de sous-
graphe dense de H et al. [HLS97].

2.2.1.4 Autres caractérisations de la rigidité

D’autres caractérisations de la rigidité ont été proposées: S et Z [SZ04,
Zho06] introduisent la rigidité modulaire10, une caractérisation approximative com-
binatoire basée sur un calcul de flux. Ils montrent que les systèmes rigides sont
module-rigides et que leur caractérisation permet de ne pastomber dans certains
pièges de la caractérisation de L.

H et al. [HLSJS+09] proposent une caractérisation combinatoire étudiant le
graphe de contraintes mais pour un univers géométrique incluant des contraintes
d’angles et d’incidence.

9Il suffit de remplacerd(d+1)
2 par DOR(S)

10Angl. : module-rigidity
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2.2.2 Interrogation de témoins

Nous proposons, aux chapitres6 et7 des extensions de la méthode du témoin. Nous
effectuons donc ici une explication détaillée de ce en quoi elleconsiste. L’interro-
gation de témoins [MF06, MFLM06, MF07, MF09] se classe dans les méthodes
algébriques et permet d’identifier les degrés de liberté d’un GCS. Elle se base sur
une généralisation de l’hypothèse de généricité à d’autresunivers géométriques que
l’univers classique de la topologie structurale et, comme toute méthode algébrique,
sur une traduction duGCSS = (C,X,A) sous la forme d’un système d’équations
F(A,X).

Classiquement, la recherche de solutions consiste à trouverles valeurs des incon-
nues deX telles queF(A,X) = 0. Une fois une solution de ce système connue,
la méthode consiste à analyser les mouvements infinitésimaux permis, c’est-à-dire
trouver quelles perturbations de la solution ne violent pasles contraintes, afin de
trouver quels sont les degrés de liberté du système. Le nouveau système d’équa-
tions à résoudre estF(A,X + εv) = 0, oùv représente le vecteur vitesse des entités
géométriques.

Un développement limité nous permet d’établir que

F(A,X + εv) = F(A,X) + εF′(A,X) × v+O(ε2)

Comme nous étudions les possibilités de mouvement d’une solution du système,
nous avonsF(A,X) = 0. De même, l’élémentO(ε2) est négligeable. Nous posons
donc la question des conditions dans lesquellesF′(A,X) × v = 0. Une solution
triviale – et non intéressante – est celle oùv est le vecteur nul : si la solution n’est
pas modifiée, elle reste une solution. En excluant ce cas, nous cherchons à trouver
les solutions deF′(A,X) = 0.

La méthode consiste donc à étudier la matrice des dérivées partielles deF, la matrice
JacobienneJ, et à en chercher le noyau. Or rechercher le noyau de cette matrice est
un calcul très coûteux dans le cas général.

L’originalité de la méthode du témoin est la généralisationde l’hypothèse de gé-
néricité : sauf dans des cas dégénérés, dont la probabilité d’apparition est 0 dans
l’espace des paramètres, les degrés de liberté d’un système(C,X,A) sont les mêmes
pour n’importe quelle valuation deA. Par conséquent, plutôt que d’étudier le sys-
tèmeF(A,X) en général, nous pouvons étudier un témoin, c’est-à-dire un système
F(At,X), dont les solutionsXt sont connues.Xt est donc la solution d’un système
similaire, puisque les valeurs des paramètres ne sont pas les mêmes. Dans la plu-
part des cas (nous détaillons cela plus bas), le témoin est fourni par l’esquisse que
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l’utilisateur a tracée. Notons que le calcul de la matrice Jacobienne est inchangé,
puisque la dérivée de l’équationf (X) = a est f ′(X) = 0 quel que soita.

Ainsi, nous recherchons le noyau de la matrice Jacobienne deF(At,X) évaluée en le
témoin, notéeJt dans la suite. Dans la mesure où les éléments deJt sont des nombres
et non des expressions formelles, leur manipulation est bien moins coûteuse.

L’interrogation du témoin permet dès lors :

1. de calculer le rang deJt et ainsi de détecter une redondance (donc, une sur-
constriction générique) si le rang est inférieur au nombre de lignes ;

2. de vérifier l’invariance duGCSpar un groupe de transformations élémentaire
(translation, rotation autour d’un point, homothétie) donné en testant que le
vecteur des mouvements correspondant à ce groupe fait partie de kerJt ;

3. de détecter, en combinant les deux éléments ci-dessus, labonne-constriction
duGCSmoduloun groupe donné.

Pour le premier élément, la méthode est simple : le calcul du rang deJt se fait de
façon classique, par exemple par une élimination de G-J. Pour le second
élément, l’idée est de calculer les vecteurs correspondantau mouvement infinité-
simal de chaque entité géométrique si on leur applique la transformation à tester.
Ainsi, si l’on veut tester si le système est invariant par translation selon l’axe des
abscisses, on va tester si le vecteurvTx = (1,0,1,0, . . . ,1,0) fait partie de kerJt, i.e.
si Jt × vTx = 0. Nous faisons dans cet exemple l’hypothèse que leGCSest en 2D
et composé uniquement de points. Pour d’autres exemples (autres entités géomé-
triques, autres groupes de transformations), le lecteur pourra se référer par exemple
à [MF09]11. Pour vérifier qu’unGCSest invariant par un groupe composé de plu-
sieurs groupes élémentaires, on vérifie son invariance par les différents groupes qui
le composent : ainsi pour tester l’invariance par les déplacements, on teste12 l’in-
variance par les translations enx, les translations eny et les rotations autour de
l’origine.

Enfin, le troisième élément,i.e. tester si leGCS est G-bien-contraint se fait en
deux étapes : tout d’abord vérifier que la taille du noyau deJt correspond bien
au nombre de degrés de liberté d’un systèmeG-bien-contraint ; ensuite, en vérifiant
l’invariance duGCSpar G. Ainsi, par exemple, pour vérifier qu’unGCS2D est
D-bien-contraint, on vérifie que la taille du noyau est 3 et, lecas échéant, on vérifie
que le système estD-invariant.

Les limites de la méthode du témoin sont :
– l’exactitude du calcul : tant que les valeurs de la matrice sont dansQ, il est pos-

11En particulier la table 1, p. 345
12Par exemple, car d’autres combinaisons seraient possibles
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sible de faire efficacement des manipulations exactes mais autrement13 il faut
choisir entre calcul exact et calcul approché ;

– l’hypothèse que l’on dispose d’un témoin typique, c’est-à-dire une figure ayant
les mêmes propriétés combinatoires que les solutions du système14 : il arrive,
particulièrement quand leGCScontient des contraintes non paramétrées (inci-
dence, parallélisme,etc.), que l’esquisse ne soit pas un témoin. Il est possible
de générer un témoin dans le cas de contraintes non paramétrées, en résolvant le
système engendré par ces contraintes, par exemple au moyen d’un solveur par
intervalles [FMF09] ;

– sa complexité, enO(n3) pourn éléments géométriques : cette complexité est éle-
vée comparée à d’autres méthodes de résolution actuelles, en O(n2). Toutefois,
l’augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs semble ne pas s’être ac-
compagnée d’une augmentation de la taille desGCSà résoudre, ce qui a pour
conséquence que les temps de calcul sont à l’heure actuelle tout à fait raison-
nables.

Notons que, si les seuls aspects de l’interrogation de témoins auxquels nous faisons
référence dans ce manuscrit sont ceux concernant la caractérisation des flexions
d’un GCS, ils s’intègrent dans le cadre beaucoup plus général d’une approche pro-
babiliste consistant à tester un prédicat sur un (ou des) témoin(s) et à déduire de
sa validité qu’il est génériquement valide. Cette approche est par exemple utilisée
dans Cabri-Géomètre [Cab] pour vérifier des propriétés géométriques non évidentes
à prouver formellement, comme l’alignement de points ou l’orthogonalité de droites
dans le cas général.

2.2.3 Abstraction de l’hypothèse de rigidité

La grande majorité des travaux sur les systèmes de contraintes géométriques font
l’hypothèse de la rigidité duGCSà résoudre. Ils considèrent donc comme fixés trois
degrés de liberté en 2D et 6 en 3D. Certains travaux cherchent àavoir une approche
plus générale et à ne pas favoriser la rigidité.

Plusieurs travaux cherchent à ne pas utiliser les coordonnées cartésiennes des entités
géométriques duGCS, ce qui leur permet de ne pas privilégier les déplacements par
le retrait de trois degrés de liberté. Pour cela, Ś et al. [Ser00, LLS00] traduisent
le GCSsous la forme d’un squelette, en remplaçant les distances point à point par
des vecteurs et en considérant des contraintes d’angle, d’incidence et de mesure sur
ces vecteurs. Ils identifient alors des boucles de vecteur etd’angle indépendantes et,

13Il existe des systèmes simples pour lesquels il n’existe pasde témoin rationnel, par exemple un
pentagone régulier

14I.e. si les contraintes et leurs paramètres décrivent des solutions dégénérées, le témoin doit
présenter les mêmes dégénérescences.
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à chaque boucle, associent une équation. Ils cherchent alors à résoudre un système
d’équations dont les inconnues sont les angles entre les vecteurs et les normes des
vecteurs. Y [Yan02, Yan03, Yan06] ainsi que M et F utilisent
les déterminants de C-M pour disposer de systèmes d’équations plus
simples, dans lesquels les inconnus sont les distances et nedépendent donc pas
d’un repère donné15.

Les travaux de S et al.consistent à redéfinir la bonne constriction en consi-
dérant un système rigide comme sous-contraint s’il n’est pas fixé : la possibilité
d’appliquer un déplacement sans violer de contraintes permet en effet de générer
une infinité de solutions. Leurs premiers travaux [SS02, SS03, SS06] consistent à
considérer desGCS invariants par homothétie, contraints par des angles, des ra-
tios de distance et des incidences. Dans [SM06], ils en déduisent une généralisation
multi-groupe de l’algorithme de décomposition de M [Mat97] : ils cherchent à
fixer des éléments géométriques dans le système, en fonctiondu groupe considéré
(pour les déplacements, un point et une direction en 2D, un point et trois direc-
tions en 3D ; pour les similitudes16, deux points en 2D, deux points et une direction
en 3D) et exhibent des systèmes rigides difficilement constructibles directement
mais contenant un système invariant par homothétie facile àrésoudre et qui, mis à
l’échelle, permet la construction du système global.

2.2.4 Gestion de la sur-constriction

Certains travaux se servent de la sur-constriction générique dans la résolution : P-
 et al. [PŽD08], en s’appuyant sur leurs travaux précédents de formulation
intrinsèque des contraintes [Pod02] (similaires à l’approche de Y), améliorent
leur capacité de résolution en ajoutant de l’information redondante pour arriver
à des motifs qu’ils savent résoudre, à la manière d’un système expert. Leur mé-
thode revient à peu près à ajouter des contraintes de bord lorsqu’un sous-système
est résolu, sans toutefois retirer le sous-système. Nous avons également déjà cité
H [Hen92] à la section2.2.1.1, qui utilise des contraintes génériquement
redondantes mais de métriques cohérentes avec les solutions pour assurer l’unicité
de la réalisation d’un graphe.

La grande majorité des travaux, aussi bien en topologie structurale qu’en résolution
de systèmes de contraintes géométriques, considèrent la sur-constriction générique
comme source d’erreur. Nous avons déjà évoqué les travaux decaractérisation de
la rigidité : ils incluent en général l’identification des sous-systèmes sur-contraints,
comme le font par exemple L et M [LM96b]. G et C [GC98b]

15Voir aussi [Hav91] pour plus de détails.
16Composition des translations, rotations et homothéties
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utilisent la méthode de calcul symbolique de R-W sur le système d’équations
correspondant à unGCS pour décider si les contraintes sont indépendantes. Les
équations étant quelconques, le coût de cette approche la rend inutilisable dans la
pratique.

Pendant longtemps, l’approche de la correction de la sur-constriction générique a
été de laisser l’utilisateur retirer des contraintes. Toutefois, en l’absence d’une ex-
cellente connaissance des mécanismes de la résolution de systèmes de contraintes
géométriques, la tâche n’est pas aisée. N et al. [NDB98] cherchent donc à cor-
riger automatiquement la partie sur-contrainte d’un système fait de blocs rigides liés
par des contraintes d’indicence, au moyen d’un graphe de dépendance. Après une
phase de rétro-propagation dans le graphe pour obtenir un squelette du graphe ini-
tial, ils détectent les parties sur-contrainte et sous-contrainte et peuvent alors retirer
une contrainte dans l’une et en ajouter une dans l’autre. Ilsrecommencent alors le
processus avec ce nouveau graphe jusqu’à ce que toutes les contraintes d’incidence
soient satisfaites.

H et al. [HSY04] réutilisent les plans de décomposition-assemblage17 et
l’algorithme de nœud de frontière17 pour trouver automatiquement quelle contrainte
retirer dans unGCSavec une unique contrainte redondante. Ils proposent des pistes
pour étendre cette approche à desGCSavec plus d’une contrainte redondante.

La méthode du témoin18 permet d’obtenir les mêmes résultats que [GC98b] pour
une complexité plus faible, sous l’hypothèse de typicalité.

2.2.5 Gestion de la sous-constriction

De même que pour la sur-constriction, la sous-constrictionest dans la majorité des
travaux considérée comme une erreur à corriger. Nous ne revenons pas sur les tra-
vaux visant à détecter la sous-constriction : les systèmes sous-contraints étant assi-
milés aux systèmes non rigides, les méthodes caractérisantla rigidité incluent une
caractérisation des systèmes sous-contraints. Nous détaillons ici les principaux tra-
vaux concernant la manipulation de systèmes sous-contraints : l’ajout de contraintes
pour arriver à un système bien contraint, ainsi que les travaux concernant la résolu-
tion ou l’utilisation, dans la résolution, de systèmes sous-contraints.

17Angl. : « decomposition-recombination plans » ou DR-plans [HLS01a] et « frontier vertex al-
gorithm » [HLS01b]

18Cf. section2.2.2
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2.2.5.1 Ajout de contraintes

L’approche la plus courante de la sous-constriction est sa correction, par ajout de
contraintes. J-A et al.[JASRVMVP03, JASRVM03] ont formalisé les deux
problèmes que posent les systèmes sous-contraints :

1. complétion bien contrainte : trouver automatiquement unensemble de con-
traintes à ajouter à unGCS structurellement sous-contraint pour qu’il de-
vienne structurellement rigide ;

2. complétion : trouver automatiquement un ensemble de contraintes à ajouter
à un GCS structurellement sous-contraint pour qu’il devienne résoluble au
moyen des méthodes de résolution géométriques dont on dispose19.

Ils introduisent la notion de décomposition par ensemble20 qui consiste à décou-
per unGCSS en trois sous-systèmesS1, S2 et S3 tels queS1 + S2 + S3 = S

et queSi ∩ S j soit limité à une unique entité géométrique : ce découpage per-
met de séparer un système dont le graphe de contrainte n’est pas 3-connexe sans
« casser » de contrainte. En opérant récursivement, ils construisent uns-arbre21. Ils
montrent qu’unGCSdécomposable en un s-arbre n’est pas sur-contraint et que si
les feuilles du s-arbre correspondent chacune à une des contraintes du système, il
est structurellement rigide. Ils en déduisent un algorithme pouvant fournir les dif-
férentes complétions bien contraintes d’un système sous-contraint en ajoutant des
contraintes entre deux entités géométriques d’une feuillelorsqu’il n’y en a pas.
Puisque plusieurs décompositions en s-arbres sont possibles, plusieurs complétions
bien contraintes existent. Ils proposent donc des méthodespour trouver, parmi les
possibilités, celles qui répondent au problème2.

Z et G [ZG06b] rajoutent à cela un troisième problème, celui de la complé-
tion bien contrainte optimale : trouver automatiquement unensemble de contraintes
à ajouter à unGCSstructurellement sous-contraint pour qu’il devienne structurel-
lement rigide et que l’ensemble d’équations à résoudre simultanément soit de taille
minimale. Ils proposent également un algorithme pour le problème1, fondé sur la
recherche de sous-systèmes résolubles une fois un segment (deux points contraints
par une distance) fixé. Le sous-système résolu est retiré et les entités correspon-
dantes marquées, dans un Graphe Orienté Acyclique (DAG) comme dépendant des
deux points du segment. Ils fixent alors un segment dans le système restant, et re-
commencent, jusqu’à avoir résolu l’ensemble du système. Ils étudient alors leDAG
pour invalider la fixation de certains points, jusqu’à ce qu’il ne reste plus qu’un
segment fixé. Ils évoquent des modifications de l’algorithmepour tendre vers une
solution du problème de complétion bien contrainte optimale.

19C’est-à-dire des méthodes à base de graphe, de règles,etc.qui sont incomplètes mais plus effi-
caces que des méthodes algébriques complètes

20Angl. : set decomposition
21Angl. : s-tree, pour set decomposition tree



58 2. État de l’art

Avant les travaux de J-A et al., F et H [FH97] ont proposé
une méthode par formation declusters[FH96] qui concerne les problèmes de com-
plétion et de complétion bien contrainte optimale. Les travaux de T et
W [TW06] introduisent un algorithme fondé sur un catalogue de règles
de construction, à partir desquelles ils appliquent une rétro-propagation jusqu’à ar-
river à un squelette duGCSet à pouvoir fournir alors une paramétrisation du sys-
tème. Nous avons déjà parlé à la section2.2.4des travaux de N et al. [NDB98]
qui corrigent un système contenant une partie sous-contrainte et une partie sur-
contrainte.

2.2.5.2 Résolution et utilisation de systèmes non rigides

Les systèmes de contraintes géométriques non rigides sont très étudiés dans le
domaine de la robotique et, plus précisément, de la cinématique : l’objectif est
d’étudier quelles sont les libertés d’un assemblage et d’exprimer l’espace des coor-
données possibles de certaines entités géométriques [ADG00, PCRT07]. Parmi les
travaux utilisant vraiment une approche de résolution de systèmes de contraintes
géométriques, citons ceux de K et al. [Kra90, Kra91, Kra92, AKC96], qui
considèrent un assemblage d’objets rigides dans l’espace,connectés entre eux par
des contraintes d’incidence. Initialement, aucune des contraintes d’incidence n’est
considérée comme satisfaite, et chaque objet dispose de 3 degrés de liberté en trans-
lation et 3 degrés de liberté en rotation. Ensuite, les contraintes d’incidence sont
consommées les unes après les autres et, à l’aide d’un catalogue des configurations
possibles, K retire des degrés de liberté aux différents objets.

Nous avons déjà évoqué les travaux de S et al. [SS06, SM06] générali-
sant la notion de bonne constriction à la bonne constrictionmoduloun groupe de
transformations. Ils montrent qu’ils peuvent non seulement résoudre desGCSbien
contraintsmoduloles similitudes mais aussi aboutir à un algorithme de décompo-
sition plus général permettant de résoudre facilement et efficacement des systèmes
que les méthodes de la littérature ne savent résoudre que numériquement.

Les travaux de van der M et B [vdMB08, vdMB10] consistent en la
résolution deGCSrigides, mais en considérant des clusters non rigides. Ils consi-
dèrent trois types de clusters :
– les clusters rigides ;
– les clusters dont on peut changer l’échelle22, qui sont, dans la terminologie de

S et al.des systèmes bien contraintsmoduloles similitudes ;
– les clusters radiaux, qui sont des assemblages faits de plusieurs droites passants

par un même point, avec un autre point incident à chaque droite.

22Angl. : scalable clusters
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Avec une approche classique de réécriture et un catalogue derègles de réécriture
spécifiques à ces clusters, ils améliorent la puissance de résolution des méthodes de
clusters existantes.

G et al. [GHY02, GHY04] proposent une méthode de résolution hybride d’un
GCS rigide lorsqu’aucune méthode de décomposition n’est connue pour ce sys-
tème : ils retirent une contraintec et la remplacent par une autre contraintec′. Ils
expriment alors les solutions de ce nouveau système comme une fonction de la va-
leur de la métrique associée àc′ et en déduisent l’équation exprimant la métrique
dec en fonction de celle dec′. F et S et al. [FS06, FS07, FS08] étendent
cette méthode à la possibilité de remplacer plus d’une contrainte : ils retirent une
contrainte, appliquent une méthode de rétro-propagation et recommencent jusqu’à
ce que toutes les entités géométriques restantes soient liées à moins de contraintes
que le nombre de leurs degrés de liberté. Ils ajoutent alors autant de contraintes
qu’ils en ont retirées, de sorte à pouvoir continuer la rétro-propagation. Ils font alors
varier les métriques associées aux contraintes ajoutées par la méthode de N-
R pour rattraper les valeurs associées aux contraintes qu’elles remplacent.

2.2.6 Parcours de l’espace des paramètres

Non formellement liés à la sous-constriction, les travaux portant sur le parcours de
l’espace des solutions sont importants lorsque unGCSa un très grand nombre de
solutions ce qui, de par les constructions géométriques dont les résultats sont des
multi-fonctions, comme une simple intersection de cercles, est fréquent.

La question posée dans les travaux de Eet al. [EVSD00b, EVSMD03] est de
trouver des solutions « proches » de l’esquisse. Pour cela, ils parcourent un plan de
construction (considéré comme une liste de définitions) et construisent un arbre des
solutions. Chaque niveau de l’arbre correspond à une étape duplan de construction,
la racine étant la première construction. À un nœud donné on associe comme fils
les différentes constructions possibles. Ainsi, un nœud correspondant à une intersec-
tion de cercles aura deux successeurs dans le cas général, unou zéro pour certaines
valeurs des coordonnées des centres des cercles et de leur rayon. Eet al. pro-
posent alors des méthodes permettant d’effectuer des coupes dans l’arbre, qu’ils
appellent « gel de branche » pour ne parcourir qu’une partie des solutions et sélec-
tionner celles qui ressemblent le plus à l’esquisse, en terme d’orientations relatives
des entités. Ils proposent aussi une méthode de parcours interactif des solutions en
sélectionnant un nœud de l’arbre et en observant quelles sont les possibilités pour
la construction suivante.

Van der M et B [vdMB05, vdMB06] étendent ces travaux en pro-
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posant une méthode constructive de détermination des domaines de validité des
paramètres. S et al. [SAZK06] proposent également une méthode de navi-
gation dans l’arbre des solutions pour passer d’une solution à l’autre. J-A
et al. [JALSR02, JALSR03, LBYJA04, LSRGJA05] proposent d’utiliser des algo-
rithmes génétiques pour parcourir l’espace des paramètreset résoudre le problème
d’identification d’une racine [BFH+95].
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On a tort d’apprendre aux enfants que tous les problèmes
n’ont qu’une et une seule solution
– Alice Ferney, écrivaine française

Nous avons vu au chapitre1 que la décomposition d’unGCS en sous-systèmes
et l’assemblage de leurs solutions était une pratique désormais systématique dans
toutes les méthodes de résolution. Malgré le nombre de telles méthodes présentées



62 3. Correction et complétude des méthodes de décomposition

dans la littérature, la correction et la complétude du principe de la décomposition
sont toujours restées des conjectures.

Autrement dit, il n’a jamais été montré, avant le début de nostravaux, sous quelles
conditions l’assemblage des figures solutions des sous-systèmesS1 . . .Sn d’un sys-
tèmeS (ces conditions pouvant inclure des modifications des systèmesSi n’en fai-
sant plus à proprement parler des sous-systèmes deS) conduisait à un ensemble
de figures égal à l’ensemble des solutions deS. Cette démonstration a uniquement
été faite dans le cas desGCS rigides par S et M [Mat97]. Pourtant,
l’importance de la robustesse des algorithmes est connue etaffirmée dans la litté-
rature [Sch01]. H [Hof01] ainsi que J-A et S-R [JASR97]
montrent chacun la convergence d’une méthode de résolutionet non sa correction.

L’un des éléments essentiels de notre démarche étant le traitement homogène des
GCSsous-contraints et bien contraints, nous proposons ici d’étendre aux cas non
rigides la démonstration de [Mat97] en explicitant les conditions de la correction
et de la complétude de la décomposition et en prouvant qu’elles sont nécessaires
et suffisantes. Pour cela, nous commençons par formaliser le point de vue multi-
groupe de S et M [SM06] (section3.1). Nous pouvons alors effectuer
la démonstration des conditions de correction et de complétude des méthodes de
décomposition (section3.2) de façon générale : nos démonstrations s’appliquent
aux méthodes privilégiant la rigidité aussi bien qu’aux méthodes prenant en compte
d’autres groupes de transformations. Enfin, nous appliquons ces théorèmes à la mé-
thode d’O [Owe91] (section3.3).

3.1 Le point de vue multi-groupe

Comme nous l’avons vu dans les deux chapitres précédents, lesGCSsont généra-
lement considérés comme bien contraints lorsqu’ils sont rigides. La rigidité d’un
GCS est bien souvent prise pour hypothèse par les solveurs. Pourtant, une solu-
tion d’un système rigide peut être déplacée sans violer de contraintes et le système
a donc une infinité de solutions. Formellement, il est sous-contraint. Plus générale-
ment, des systèmes non rigides peuvent être considérés comme correctement conçus
si c’est ce que l’utilisateur recherche, par exemple pour unsystème que l’on peut
mettre à l’échelle [SS06].

Pour tenir compte de cela, une définition plus générale de la bonne constriction a été
informellement donnée par Pascal S et Pascal M précédemment au dé-
but de nos travaux [SM06] consistant à partitionner l’ensemble des solutions selon
des groupes de transformationset à considérer le nombre de partitions pour détermi-
ner le niveau de constriction. Dans ce chapitre, nous définissons formellement ces
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notions.

Nous définissons l’invariance par un groupe de transformations (section3.1.1) et
étendons l’opération de jointure à une opération de jointure par transformation (sec-
tion 3.1.2). Nous définissons ensuite ce qu’est un repère pour unGCS(section3.1.3)
puis nous étondons la notion classique de bonne constriction à la bonne constriction
moduloun groupe de transformations(section3.1.4).

3.1.1 Invariance par un groupe de transformations

En CAO, l’ensemble des solutionsF (S) d’un GCSest habituellement stable par
certaines transformations géométriques.

Définition 34. Transformation géométrique : Une transformation géométrique
est une fonction qui à une figure d’unGCSassocie une autre figure de ceGCS.

La stabilité d’un ensemble de solutions par des transformations géométriques con-
duit à considérer un groupe d’invariance et son action sur l’ensemble des solutions.
Nous définissons l’invariance d’un groupe de figures par un groupe de transforma-
tions, qui est informellement le fait qu’on puisse appliquer une transformation à une
figure sans violer de contraintes.

Définition 35. Invariance par un groupe de transformations : Un ensemble
de figuresF est invariant par un groupe de transformations G (ou G-invariant) si
∀( f , ϕ) ∈ F ×G, ϕ( f ) ∈ F .

Par extension, on dit d’unGCSS qu’il est invariant par le groupeG si F (S) est
invariant parG. Ceci amène une notion sémantique (invariance d’un ensemblede
figures) au niveau syntaxique (invariance de systèmes de contraintes). De même, on
dira qu’une contrainte estG-invariante.

Un groupe de transformations définit une relation d’équivalence entre deux figures :
f et f ′ sont équivalentes s’il existe une transformationϕ ∈ G telle que f = ϕ( f ′).
Nous appelonsorbitespour le groupeG les classes d’équivalence de cette relation.

Définition 36. Orbites : Soit G un groupe de transformations,F un ensemble
de figures G-invariant et f une figure appartenant àF . L’orbite de f par G est
l’ensemble G. f = { f ′ | ∃ϕ ∈ G, ϕ( f ′) = f }.

L’ensemble des orbites deF parG, notéF /G, forme une partition deF . |F /G| est
donc le nombre d’orbites deF parG. Notons que siF est invariant par un groupe
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Figure 3.1 -Orbites du GCS de la figure 1.11 pour les translations (à
gauche), les déplacements (au milieu) et pour les isométries (à droite)

G, il est invariant par toutG′ ⊂ G. De plus, siF est invariant par les groupesG1 et
G2, alors il est également invariant par〈G1 ∪G2〉, le groupe engendré parG1 etG2.

Exemple 13. Orbites d’unGCS

Considérons leGCSde la figure1.11qui consiste en un triangle ri-
gide contraint par trois distances. La figure3.1montre les orbites des
solutions de ce système pour trois groupes de transformations : les
translations, les déplacements (translations et rotations) et les iso-
métries (déplacements et symétries). Il n’y a qu’une orbitepour les
isométries, mais deux pour les déplacements : on peut passerd’une
orbite à l’autre en opérant une symétrie. Pour les translations, il y a
une infinité de solutions, comme l’indiquent les points de suspension
sur la droite. On peut passer horizontalement d’une orbite àl’autre
en opérant une rotation. Comme pour le cas des déplacements, on
peut passer verticalement d’une orbite à l’autre par symétrie.

Quand un systèmeS estG-invariant,F (S) peut être caractérisé par un ensemble de
représentantsFr contenant une figure par orbite. En d’autres termes,F (S) = G.Fr .

Définition 37. Représentants : SoitS un système de contraintes géométriques
G-invariant etF l’ensemble de ses solutions. Un ensemble de figuresFr est dit
représentatif deF si
– |Fr | = |F /G|
– ∀( f1, f2) ∈ F 2

r ,∄ϕ ∈ G, f1 = ϕ( f2)
Chaque figure deFr est appelée un représentant deF .

Exemple 14. Représentants

Dans l’exemple13, l’ensemble des solutions peut être défini par
F (S) = G.Fr avecG le groupe des déplacements etFr un ensemble
contenant une figure de chacune des deux orbites deF /G.
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3.1.2 Jointures par transformation

Avec le point de vue de l’invariance par des groupes de transformationsvient aussi
une nouvelle définition de l’opération de jointure. Elle consiste à considérer comme
compatibles pour la jointure deux figures pour lesquelles ilexiste des transforma-
tions des groupes considérés qui, appliquées sur les figures, les rendent compatibles
au sens de la définition16.

Définition 38. Compatibilité par transformation : SoientS1 = (C1,X1,A1)
et S2 = (C2,X2,A2) deuxGCSconstruits sur la même signature. On pose Xe =

X1 ∩ X2. Deux figures f1 et f2, solutions respectives deS1 etS2 sont compatibles
par transformation pour un ensemble de groupesG s’il existe(ϕ1, ϕ2) ∈ G1 × G2

tels que G1 ∈ G, G2 ∈ G etϕ1( f1)|Xe = ϕ2( f2)|Xe.

Dans la suite, étant données deux figuresf1 et f2 et deux groupesG1 et G2, on
note (Ψ1,Ψ2)

(G1,G2)
( f1, f2) ⊆ G1 ×G2 l’ensemble des couples (ϕ1, ϕ2) tels queϕ1( f1)|Xe =

ϕ2( f2)|Xe. En l’absence de confusion,G1 etG2 pourront être omis de la notation.

Chaque élément (Ψ1,Ψ2)( f1, f2) permet d’exprimer une solution deS. Nous avons
alors

F (S) =
⋃

( f1, f2)∈Fr1×Fr2

{ f | f = ϕ1( f1) ⊗ ϕ2( f2) ∧ (ϕ1, ϕ2) ∈ (Ψ1,Ψ2)( f1, f2)}

Dans le cas oùG2 ⊆ G1, la définition de la compatibilité par transformation pour-
rait être « simplifiée » en montrant que s’il existe (ϕ1, ϕ2) ∈ (Ψ1,Ψ2)( f1, f2) tel que
ϕ1( f1)|Xe = ϕ2( f2)|Xe, alors il existeϕ ∈ G1 tel queϕ( f1)|Xe = f2|Xe, en posant
ϕ = ϕ−1

2 ◦ ϕ1. Autrement dit, les deux figures sont compatibles par transformation
s’il existeϕ ∈ G1 tel queϕ( f1) ≡Xe f2.

À partir de cette définition de compatibilité, nous étendonsla définition de la join-
ture.

Définition 39. Jointure par transformation : Soient f1 et f2 deux figures com-
patibles par transformation pour un ensemble de groupesG. La jointure par trans-
formation de f1 et f2 est l’ensemble f1 ⊗G f2 = { f | f = ϕ1( f1) ⊗ ϕ2( f2), (ϕ1, ϕ2) ∈
(Ψ1,Ψ2)

(G1,G2)
( f1, f2) ,G1 ∈ G,G2 ∈ G}

Cette définition est très différente de la jointure classique1 en cela qu’elle définit
un ensemble de figures. En outre, toutes les figures def1 ⊗G f2 n’appartiennent

1Cf. définition17
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pas nécessairement à la même orbite selon le plus grand groupe deG : en effet
il peut exister plusieursϕ1 telles queϕ1( f1) ≡Xe f2, ce qui signifie qu’il n’existe
pas nécessairement de transformation globale permettant de passer d’une figure à
l’autre.

Étant donnés deux groupesG1 etG2, en considérant un ensemble de figuresFr1 re-
présentatif deS1 pourG1 (i.e.contenant une figure de chaque orbite deF (S1) pour
G1) et un ensembleFr2 représentatif deS2 pourG2, on peut montrer que l’ensemble
des jointures par transformation de deux figures appartenant àFr1 × Fr2 est égal à
F (S1 + S2).

Considérons deux systèmesS1 = (C1,X1,A1), G1-invariant, etS2 = (C2,X2,A2),
G2-invariant. SoitS = S1 + S2 et posonsXe = X1 ∩ X2 l’ensemble des incon-
nues communes aux deuxGCS. F (S1) etF (S2) peuvent chacun être décrits par un
ensemble de représentants, que l’on nomme respectivementFr1 et Fr2 : F (S1) =
G1.Fr1 etF (S2) = G2.Fr2. On peut ainsi écrire n’importe quelle solutionf ∈ F (S)
commef = ϕ1( f1) ⊗ ϕ2( f2) avec fi ∈ Fr i etϕi ∈ Gi pour chaquei.

Notons que si, pour une figuref = ϕ1( f1) ⊗ ϕ2( f2), avecXe l’ensemble des entités
géométriques communes àf1 et f2, on connaît une transformationϕ′1 ∈ G1 telle que
ϕ′1( f |Xe) = f |Xe, alorsϕ1(ϕ′1( f1)) ⊗ ϕ2( f2) est également solution.

Exemple 15. Résolution du « papillon » par jointure de solutions des deux
triangles

La figure3.2 montre leGCSdu « papillon » fait de deux triangles
rigidesS1 etS2. Ces sous-systèmes sont bien contraintsmoduloles
déplacements et partagent un point communP. Soient f1 et f2 des
représentants deF (S1) et deF (S2) respectivement.

Une solutionf deS peut être construite en déplaçantf1 et f2 de telle
sorte que les coordonnées deP dans chaque figure soient cohérentes.
Cela revient à trouver un couple (ϕ1, ϕ2) tel que f = ϕ1( f1) ⊗ ϕ2( f2)
etϕ1( f1)|{P} = ϕ2( f2)|{P}. Un exemple est donné à la figure3.2b.

N’importe quel déplacementϕ′1 ne modifiant pas les coordonnées de
P permet de trouver une nouvelle solutionf ′ = ϕ1(ϕ′1( f1)) ⊗ ϕ2( f2)
comme l’illustre la figure3.2c.

Cette façon de trouver de nouvelles solutions à partir d’une solution spécifique
revient à trouver les stabilisateurs pour chaque groupe desinconnues partagées.
On noteGx = {ϕ | ϕ(x) = x} le sous-groupe stabilisateur dex pour G. Si f =
ϕ1( f1)⊗ϕ2( f2) avecXe les inconnues communes àf1 et à f2, alors pour toutg1 ∈ G f |Xe

1

et g2 ∈ G f |Xe
2 , on a (g1ϕ1,g2ϕ2) ⊂ (Ψ1,Ψ2) f1, f2. Notons queG f |Xe

1 est isomorphe à
G f1|Xe

1 puisque tous les stabilisateurs d’une orbite spécifique sont conjugués. Cela



Le point de vue multi-groupe 67

p

a) b)

p
pf

p

c)

ϕ1

ϕ2

ϕ2

ϕ′

1
◦ ϕ1

ϕ′

1

f1

f2

S2

S1

f2

f1

Figure 3.2 -Résolution du « papillon » par jointure de solutions des deux
triangles : a) Esquisse ; b) Deux solutions sont assemblées ; c) Le

déplacement de f1 n’empêche pas l’assemblage
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amène à dire, dans l’exemple15, que la rotation autour du pointP peut être effec-
tuée avant ou après application deϕ1.

Le théorème suivant montre que si l’on connaît un sous-systèmeS1 d’un système
S et que le groupe de bonne constriction deS1 inclut celui deS, alors l’ensemble
obtenu par jointure par transformation d’un représentant deF (S1) et deF (S−S1+

B(S1)) permet de représenter toutes les solutions deS.

Théorème 2. Jointure et bord : SoitS = S1+S2 un système G-invariant vérifiant
F (S1) = G′.Fr1 etF (B(S1) + S2) = G.Fr2, avec G⊆ G′. On pose

F =
⋃

( fr1 , fr2)∈Fr1×Fr2

fr1 ⊗G′ fr2

On aF (S) = G.F .

Démonstration:

La preuve se fait par inclusion mutuelle :G.F ⊆ F (S) etF (S) ⊆ G.F .

1. G.F ⊆ F (S) : il s’agit de montrer que la jointure par transformation
ne produit pas de figures qui ne sont pas des solutions.
Si f ∈ F alors f = ϕ( fr1) ⊗ fr2 avecϕ ∈ G′, fr1 ∈ Fr1 et fr2 ∈ Fr2.
Puisqueϕ( fr1) ∈ F (S1), f ∈ F (S).

2. F (S) ⊆ G.F : il s’agit de montrer que toutes les solutions sont dans
G.F .
Considérons une figuref = f1⊗ f2 et soit fr2 le représentant de l’orbite
de f2. Il existeϕ ∈ G tel queϕ( f2) = fr2. PuisqueF (S) estG-invariant,
ϕ( f ) ∈ F (S). On a doncϕ( f ) = ϕ( f1) ⊗ ϕ( f2). PuisqueG ⊆ G′, on
a ϕ( f1) ∈ F (S1) et il existe donc un représentantfr1 ∈ Fr1 de l’orbite
contenantϕ( f1).

�

3.1.3 Repères

Informellement, un repère d’unGCSS est un sous-systèmeR deS tel que si les
coordonnées des entités géométriques deRsont fixées, alors le nombre de solutions
deS est fini. Les repères servent à désigner des figures spécifiques dans un ensemble
de figures.

Rappelons tout d’abord qu’on dit de l’action d’un groupeG qu’elle estlibre (ou que
G agit librement) sur un ensembleF si pour toutg1 et g2 distincts dansG et tout
élémentf ∈ F , on ag1. f , g2. f .
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Dans une orbite de figuresG. f , une figure spécifiquef ′ peut être identifiée en don-
nant une de ses sous-figuresf ′|X à condition queG agisse librement surG. f ′|X. Si
ce n’est pas le cas, alors plusieurs figures deG. f peuvent contenirf ′|X.

Exemple 16. Repère
Considérons un systèmeS décrivant un triangle en 2DABC con-
traint par les longueurs de ses trois côtés. Il est invariantpar le groupe
D des déplacements (entre autres).
Étant données des coordonnées du pointA, il y a une infinité de
solutions, toutes en rotation libre autour deA. En matière de trans-
formations, cela vient du fait que les déplacements n’agissent pas
librement sur un point.
Si en revanche on donne les coordonnées du pointA et la direction de
la droite (AB), seules deux figures satisfont ces paramètres, chaque
figure étant le symétrique de l’autre par rapport à (AB). Dans cha-
cune des deux orbites deF (S)/D, D agit librement sur les figures.

Définition 40. Repère :Un GCSR tel que G agit librement sur les éléments de
F (R)/G est un repère pour le groupe G, ou G-repère.

Par abus de langage, on appelle aussi repère pourG un type de systèmes qui sont
des repères pourG. Ainsi, on dit qu’un point et une direction sont un repère pour
les déplacements, car tout système consistant en un point etune direction est un
D-repère.

Notons que la fixation d’unG-repère n’assure pas l’unicité des orbites des figures
solutions pourG. Ainsi, par exemple, un système admettant des symétries aura plu-
sieurs orbites pour les déplacements. D’autres cas sont possibles [Hen92] de par
le fait que les opérations de construction géométriques (intersection de cercles, par
exemple) sont des multi-fonctions.

3.1.4 Constriction modulo un groupe de transformations

En CAO, l’hypothèse est généralement faite que lesGCSà résoudre sont rigides.
La plupart des algorithmes de résolution ne traitent donc que ce type de systèmes
et échouent pour les autres. Les systèmes rigides sont donc considérés comme bien
contraints. Toutefois, dans la mesure où ils sont invariants par déplacement, une
infinité de solutionsF peut être construite en appliquant des déplacements à une
solution particulièref : F = D. f . En considérant l’invariance par des groupes
de transformations, il est possible de proposer d’autres définitions des niveaux de
constriction pour résoudre ce paradoxe des systèmes bien contraints ayant une infi-
nité de solutions.
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Définition 41. Constriction modulo : Un GCSS est bien contraintmoduloun
groupe G, ou G-bien-contraint, si|F (S)/G| est fini non nul.

La définition de la sous-constriction peut également être étendue en considérant
commeG-sous-contraint un système dont|F (S)/G| est infini. En revanche, la dé-
finition de la sur-constriction ne dépend pas d’un groupe : unsystème est sur-
contraint quand il n’a pas de solutions, quel que soit le groupe considéré.

On peut en revanche définir la sous-G-définition et la sur-G-définition, comme suit :

Définition 42. Sous-G-définition : Un systèmeS est dit sous-G-défini s’il est G-
invariant et que pour tout couple de figures f1 et f2 solutions deS tel qu’il existe
ϕ ∈ G, ϕ( f1) = f2, il existe une infinité de transformationsϕ′ ∈ G telles queϕ′( f1) =
f2.

Exemple 17. GCS sous-G-défini

Un système sous-G-défini est un systèmeG-invariant qui est plus
petit qu’unG-repère. Par exemple, un système composé d’un point
incident à une droite est invariant par similitude, mais il existe une
infinité de similitudes permettant de passer d’une solutionde ce sys-
tème à une autre.

Définition 43. Sur-G-définition : Un systèmeS est dit sur-G-défini s’il n’est ni
sur-contraint ni G-invariant.

Exemple 18. GCS sur-G-défini

Un système sur-G-défini est un système qui contient des contraintes
nonG-invariantes. Par exemple, un système bien contraintmodulo
les déplacements est sur-défini pour les similitudes.

Un GCSpeut être bien contraintmoduloplusieurs groupes. Dans l’exemple3.1, le
système est bien contraintmoduloles déplacements (deux orbites) mais également
moduloles isométries (une seule orbite).

La définition41amène quelques propriétés naturelles :

– pour unGCSS = (C,X,A) et X′ ⊂ X, siS estG-bien-contraint alors|F (S)|X′/G|
est fini

– si unGCSS est à la foisG1-bien-contraint etG2-bien-contraint, alorsS estG-
bien-contraint, avecG = G1 ∩G2 et |F (S)/G| ≤ |F (S)/G1| × |F (S)/G2|

Notons que pour n’importe quel systèmeS il existe toujours un groupeG tel que
S soit G-bien-contraint : le groupe des permutations de l’ensembledes solutions.
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Bien évidemment, exprimer ce groupe revient à connaître toutes les solutions deS
et n’a donc aucune utilité pour la résolution ou la décomposition deS.

La décomposition d’un systèmeG-bien-contraint est basée sur le théorème2. Consi-
dérons unGCSG-bien-contraintS. Supposons que l’on peut trouver des solutions
d’un sous-systèmeG1-bien-contraintS1 ⊂ S tel queG1 ⊆ G.

Le système résultant estS2 = S − S1 + B(S1). Il est G-bien-contraint puisqu’il
a les mêmes propriétés queS de par l’ajout du bord. En posant queFr1 et Fr2

sont respectivement des ensembles de représentants deF (S1)/G1 et deF (S2)/G,
le théorème2 nous indique queF (S) = G.F avec

F =
⋃

( fr1 , fr2)∈Fr1×Fr2

fr1 ⊗G1 fr2

Étant donnés deux représentantsfr1 ∈ Fr1 et fr2 ∈ Fr2 avecXe les inconnues com-

munes àfr1 et à fr2, fr1 ⊗G1 fr2 est soit vide soit isomorphe àG
fr1 |Xe

1 /G. CommeS est

G-bien-contraint,G
fr1 |Xe

1 /G est fini.

Deux cas sont à considérer, selon queG
fr1 |Xe

1 est fini ou non. SiS1 etS2 partagent

un repère, étant donnée la définition d’un repère,G
fr1 |Xe

1 est fini. S’ils partagent
« moins » qu’un repère, c’est-à-dire un sous-système sur lequel le groupe consi-
déré n’agit pas librement,G

fr1 |Xe

1 peut être infini, c’est-à-dire qu’un nombre infini de
transformations peuvent être appliquées pour effectuer la jointure defr1 et fr2. Mais

dans ce cas, puisqueS estG-bien-contraint,G
fr1 |Xe

1 /G est fini etX2 = Xe.

Théorème 3. Bord d’un sous-système :Soit S = S1 + S2 un GCSG-bien-
contraint, avecS1 un sous-système G1-bien-contraint, G⊆ G1. G1 agit finiment
transitivement surBS2(S1)

Démonstration:

Nous raisonnons par l’absurde. Supposons queG1 n’agisse pas finiment
transitivement surBS2(S1) : cela signifie qu’il existe une infinité d’orbites
pourG1 de jointures d’une figure solution deS1 avec une figure solution de
BS2(S1). Par définition du bord, il existe donc une infinité d’orbites pourG1

de jointures d’une figure solution deS1 avec une figure solution deS2.

Soient f1 une solution deS1 et f2 une solution deS2. L’ensemble des figures
obtenues par jointure def1 et de f2 est sous-contraintmodulo G1. Comme
G ⊆ G1, il est aussi sous-contraintmodulo G. Puisque cet ensemble est un
sous-ensemble des solutions deS, S est sous-contraintmoduloS. �
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S S1
S2

Figure 3.3 -Décomposition multi-groupe : S est rigide ; S1 ⊂ S est
S-bien-contraint ; S2 = S − S1 est rigide

Exemple 19. Décomposition par similitude et déplacement

Considérons un exemple où deux sous-systèmes partagent un repère
à la fois pour les similitudes et les déplacements, comme celui de
la figure3.3, extraite de [SM06]. Ce système estD-bien-contraint.
Si le sous-systèmeS1 est la figure3.3b,F (S1) peut êtreS.Fr1 où S
est le groupe des similitudes etFr1 un ensemble contenant un unique
représentant (|F (S1)/S| = 1). Si fr1 est une solution deS1 et f2 une
solution deS2, il existe une unique similitudeϕ telle queϕ( fr2|Xe) =
fr1|Xe où Xe sont les points communs.
Considérons ensuite un exemple où les entités géométriques com-
munes ne forment pas un repère : soit un systèmeS1 D-bien-con-
traint et un systèmeS2 G-bien-contraint avecG le groupe des rota-
tions autour du pointP avecXe = {P}. Le système globalS = S1+S2

estG-bien-contraint. Étant donné deux représentantsfr1 pourS1 et
fr2 pourS2, il y a une infinité de déplacementsϕ tels queϕ( fr2)|Xe =

fr1|Xe. Toutefois, toutes les figures obtenues par jointures sont équi-
valentesmodulo Gà condition que les inconnues deS2 se limitent
au pointP, sinon il y a une articulation libre defr1 et fr2 autour deP
etS n’est pasG-bien-contraint.

Dans le cas bien contraint, joindre des sous-systèmes implique le calcul d’un nom-
bre fini de transformations. Ce calcul est immédiat à condition que les deux sous-
systèmes partagent un repère et que, pour chaque groupe et pour chaque type de
repère, la transformation symbolique d’un repère en un autre soit connue. Si le
sous-système commun est moins qu’un repère, une transformation aléatoire parmi
l’infinité des transformations possibles peut être choisie.

Avec l’ensemble des notions définies ci-dessus, nous pouvons étendre la notion de
décomposition à une décomposition multi-groupe. Généralement, dans le domaine
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de la résolution deGCS, les décompositions sont centrées sur les déplacements,
c’est-à-dire que l’on recherche des sous-systèmes rigides. Avec une approche multi-
groupe, la définition29 peut être étendue pour que les déplacements ne soient pas
explicitement considérés.

Définition 44. Décomposition multi-groupe : Étant donné un ensembleG de
groupes de transformations, uneG-décomposition d’unGCSS est une décompo-
sition deS en systèmesS1, . . . ,Sn telle que chaqueSi , i ∈ [1,n] soit Gi-invariant,
avec Gi ∈ G.

Cette définition ajoute une condition sémantique (invariance) à la définition syn-
taxique de la décomposition. Dans un univers géométrique donné, il y a de nom-
breuses décompositions possibles d’un système. En matièrede complexité de réso-
lution elles ne sont pas équivalentes mais, par définition, mènent toutes aux mêmes
solutions.

3.1.5 Groupes considérés

Dans le reste du présent mémoire, nous considérons sauf mention contraire les
groupes obtenus à partir des rotations autour d’un point, des translations et des ho-
mothéties. Ces groupes induisent une structure de treillis :la composition de n’im-
porte quel couple de groupes amène un sur-groupe engendré. Pour des raisons appli-
catives, en l’occurence le fait que certaines des compositions ne nous paraissent pas
intéressantes pour la résolution deGCS, nous nous limitons seulement à certains
des groupes. La figure3.4montre les groupes considérés et leurs inclusions.

3.2 Conditions de correction et complétude de la décompo-
sition

Comme pour toute méthode de résolution de problème, les questions de correction
et de complétude se posent :

1. correction : les figures obtenues par décomposition et assemblage des figures
sont-elles des solutions du système global ?

2. complétude : les solutions du système global sont-elles toutes obtenues par
décomposition et assemblage ?

Nous allons démontrer que la soustraction d’un sous-système ne modifie pas les
solutions du système global si on lui ajoute le bord du système soustrait. Autrement
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de centrepde centrep
Rotations

Translations
Homothéties

Déplacements

Similitudes

Identité

Figure 3.4 -Treillis des groupes de transformations considérés dans notre
implantation ; les arcs indiquent l’inclusion

dit, si on aS le GCSglobal,S1 un sous-système deS etS′ = S − S1, nous allons
montrer queF (S′ + BS′(S1)) = F (S)|unknowns(S′).

Cette démonstration avait déjà été faite par M et S [Mat97] pour le cas
particulier de la décomposition d’unGCSrigide en sous-systèmes rigides. Dans le
cadre de notre travail, il était important de déterminer lesconditions de correction
et de complétude des méthodes de décomposition dans le cas général, afin d’assurer
l’homogénéité de traitement de nos algorithmes, que nous voulons capables d’agir
sur n’importe quelGCSnon sur-contraint.

Notre démonstration est donc indépendante de l’univers géométrique considéré2.
Elle s’applique aussi bien aux méthodes de décomposition classiques qu’aux mé-
thodes multi-groupes.

Pour arriver à notre résultat, nous avons besoin de plusieurs théorèmes intermé-
diaires :
– il nous faut montrer que l’ensemble des solutions du sous-système engendré par

un sous-ensembleX des inconnues contient l’ensemble des figures solutions du
système global restreintes àX (théorème4) ;

– il nous faut montrer que l’ensemble des solutions d’une addition de deux sys-
tèmes est la jointure des ensembles des solutions de ces systèmes (théorème5) ;

– il nous faut enfin déterminer les conditions de préservation de la jointure d’en-
sembles de figures par la restriction (théorème7), ce pour quoi nous aurons be-
soin de prouver la préservation de la jointure de deux figurespar restriction (théo-
rème6).

2À la condition près de possibilité d’expression du bord dansl’univers géométrique
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L’ensemble de ces théorèmes nous permet de démontrer qu’en retirant un sous-
système puis en rajoutant son bord, les solutions ne changent pas et donc qu’à
condition de pouvoir calculer et exprimer le bord d’un système, les méthodes de
décomposition sont correctes et complètes.

3.2.1 Lien entre solutions d’un sous-système et sous-figures so-
lutions

Nous commençons par montrer que la restriction d’un ensemble de figures à un
sous-ensemble des inconnues n’est pas le pendant dansE du système engendré
par ce sous-ensemble. Autrement dit, pour un systèmeS = (C,X,A) et son sous-
systèmeS′ = (C′,X′,A′) engendré parX′ (avec doncX′ ⊂ X), on aF (S)|X′ ⊆
F (S′). En effet, les figures deF (S)|X′ respectent toutes les contraintes deC′ – et
font donc partie deF (S′) – mais respectent également les contraintes deC\C′ qui
concernent des entités géométriques deX′.

Théorème 4. Lien entre solutions d’un sous-système et sous-figures solutions :
SoitS = (C,X,A) un GCSet X′ ⊂ X un sous-ensemble des inconnues. On pose
S′ = (C′,X′,A′) le système engendré par X′. On aF (S)|X′ ⊆ F (S′) mais pas
nécessairementF (S′) ⊆ F (S)|X′.

Démonstration:

Montrons queF (S)|X′ ⊆ F (S′). Soit f une solution deS. CommeC′ ⊂ C,
toutes les contraintes deC′ sont satisfaites dansf et donca fortiori dans
f |X′. On a doncF (S)|X′ ⊆ F (S′).
Montrons que l’inclusion réciproque n’est pas forcément vraie. Les cont-
raintes deC′ sont satisfaites par toutes les figures deF (S′). Si l’on considère
une contraintec < C′, elle ne sera satisfaite par toutes les figures deF (S′)
que sic est redondante avecC′, c’est-à-dire qu’à partir d’une preuve de
satisfaction des contraintes deC′ on peut apporter la preuve dec. Si c n’est
pas redondante avecC′, alors il existe des figures qui satisfont toutes les
contraintes deC′ et qui ne satisfont pasc. Autrement dit, il existe des figures
deF (S′) qui ne sont pas des solutions du système obtenu en ajoutantc àS′.
Or C′ ⊂ C. Si les contraintes deC\C′ ne sont pas toutes redondantes avec
C′, on a montré ce qu’il fallait démontrer. Exhiber un système de plus d’une
contrainte dont toutes les contraintes ne sont pas linéairement dépendantes
est aisé. �

Le lecteur pourra se référer à l’exemple33 pour un exemple des implications de ce
théorème.

3Cf. p. 22
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3.2.2 Lien entre addition et jointure

Nous montrons ensuite le lien étroit entre l’addition deGCSet la jointure des solu-
tions de cesGCS: l’ensemble des solutions d’unGCSest la jointure des solutions
de ses sous-systèmes.

Théorème 5. Lien entre addition et jointure : SoientS1 etS2 deuxGCScons-
truits sur la même signature.F (S1 + S2) = F (S1) ⊗ F (S2).

Démonstration:

SoientS = (C,X,A), S1 = (C1,X1,A1) etS2 = (C2,X2,A2) trois GCStels
queS = S1 + S2.
Démontrons queF (S) ⊆ F (S1) ⊗ F (S2) etF (S1) ⊗ F (S2) ⊆ F (S)

1. F (S) ⊆ F (S1) ⊗ F (S2)
Une figure f ∈ F (S) peut s’exprimer commef |X1 ⊗ f |X2. D’après le
théorème4, on a f |X1 ∈ F (S1) puisqueF (S)|X1 ⊆ F (S1) et f |X1 ∈

F (S)|X1. Similairement,f |X2 ∈ F (S2). On a doncF (S) ⊆ F (S1) ⊗
F (S2).

2. F (S1) ⊗ F (S2) ⊆ F (S)
Considérons une figuref ∈ F (S1) ⊗ F (S2). Elle est définie pour tous
les éléments deX. Admettons quef < F (S), c’est-à-dire qu’il existe
une contraintec ∈ C telle que l’interprétation dec dansE n’est pas
satisfaite avec les valeurs associées aux entités géométriques parf .
CommeC = C1 ∪ C2, on a soitc ∈ C1 soit c ∈ C2 et doncc apparaît
dansS1 ou dansS2. Comme f ∈ F (S1) ⊗ F (S2), les interprétations
des contraintes deC1 et C2 sont satisfaites pour les valeurs def . La
contraintec est donc satisfaite. Il y a contradiction, l’hypothèsef <
F (S) est donc fausse : on af ∈ F (S) et doncF (S1)⊗F (S2) ⊆ F (S).

On a l’inclusion mutuelle :F (S) ⊆ F (S1) ⊗ F (S2) et F (S1) ⊗ F (S2) ⊆
F (S). On a doncF (S1 + S2) = F (S1) ⊗ F (S2). �

Le lecteur pourra se référer à l’exemple44 pour un exemple des implications de ce
théorème.

3.2.3 Préservation de la jointure de deux figures par la restriction

Nous montrons maintenant que la restriction préserve l’opération de jointure pour
deux figures, c’est-à-dire que la jointure de deux figures restreintes est égale à la
restriction de la jointure des deux figures.

4Cf. p. 25
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Théorème 6. Préservation de la jointure de deux figures par la restriction : Si
f = f1 ⊗ f2, avec f1 : X1 → E et f2 : X2 → E, alors pour tout sous-ensemble X′ de
X1 ∪ X2, f |X′ = f1|X′ ⊗ f2|X′ .

Démonstration:

Par définition de la jointure, on af : X1 ∪ X2 → E avec f (x) = f1(x) si
x ∈ X1 et f (x) = f2(x) si x ∈ X2. La restriction def à X′ est donc :

f |X′ : X′→ E

x→

{

f1(x) si x ∈ X1 ∩ X′

f2(x) si x ∈ X2 ∩ X′

De même, par définition de la restriction, on a∀i ∈ {1,2}, fi |X′ : Xi ∩X′ → E
et fi |X′(x) = f1(x).

f1|X′ ⊗ f2|X′ : (X1 ∩ X′) ∪ (X2 ∩ X′)→ E

x →

{

f1(x) si x ∈ X1 ∩ X′

f2(x) si x ∈ X2 ∩ X′

Or (X1∩X′)∪ (X2∩X′) = (X1∪X2)∩X′. CommeX′ ⊆ (X1∪X2), le domaine
de définition def1|X′ ⊗ f2|X′ estX′ et on af1|X′ ⊗ f2|X′ = ( f1 ⊗ f2)|X′. �

3.2.4 Conditions de préservation de la jointure d’ensembles de
figures par la restriction

En revanche, la restriction ne préserve pas forcément l’opération de jointure pour
des ensembles de figures. Nous montrons les conditions de préservation de la join-
ture d’ensembles de figures par la restriction, à savoir le fait que l’intersection des
ensembles d’inconnues des deux systèmes soit incluse dans le sous-ensemble de
restriction.

Théorème 7. Conditions de préservation de la jointure d’ensembles de fi-
gures par la restriction : SoientS1 = (C1,X1,A1) etS2 = (C2,X2,A2) deuxGCS
construits sur la même signature. On pose Xe = X1 ∩ X2 etS = S1 + S2. Pour tout
ensemble X′ ⊆ (X1∪ X2), F (S)|X′ = F (S1)|X′ ⊗F (S2)|X′ si et seulement si Xe ⊆ X′.

Démonstration:

Montrons l’égalité deF (S)|X′ et deF (S1)|X′ ⊗ F (S2)|X′ par inclusion mu-
tuelle.
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1. F (S)|X′ ⊆ F (S1)|X′ ⊗ F (S2)|X′

Soit f ∈ F (S). On peut décomposerf en f1 ⊗ f2 avec f1 ∈ F (S)|X1 et
f2 ∈ F (S)|X2. Le théorème4 nous dit quef1 ∈ F (S1) et f2 ∈ F (S2).
Par définition, on af1|X′ ∈ F (S1)|X′ et f2|X′ ∈ F (S2)|X′. Le théo-
rème6 nous indique quef |X′ = f1|X′ ⊗ f2|X′, on peut en déduire que
F (S1 + S2)|X′ ⊆ F (S1)|X′ ⊗ F (S2)|X′. Notons que cette relation est
valide même siX′ * Xe ;

2. F (S1)|X′ ⊗ F (S2)|X′ ⊆ F (S)|X′

La démonstration vient de la définition de la jointure. Soitf = f1 ⊗ f2,
avec f1 ∈ F (S1)|X′ et f2 ∈ F (S2)|X′. Par définition,f ∈ F (S1)|X′ ⊗
F (S2)|X′. La figure f n’appartient àF (S1 + S2)|X′ que siF (S1)|X′ et
F (S2)|X′ respectent les contraintes deXe. Pour cela, il faut que le test de
compatibilité des figures ait inclus les entités géométriques concernées
par les contraintes deXe, ce qui est le cas quand et seulement quand
Xe ⊆ X′.

Il y a donc inclusion mutuelle si et seulement siXe ⊆ X′. �

Le lecteur pourra se référer à l’exemple55 pour un exemple des implications de ce
théorème.

3.2.5 Correction de l’assemblage de figures

Nous pouvons maintenant en arriver au résultat central de cette section, essentiel
pour la décomposition. Il montre que retirer un sous-système S1 d’un GCSS ne
change pas les solutions du système résultant si le bord deS1 (dont l’existence a
été prouvé au théorème1) est ajouté. En d’autres termes, il prouve la validité des
méthodes de décomposition ascendantes : si les solveurs dessous-systèmes sont
corrects et complets (i.e. ne fournissent que des figures qui satisfont les contraintes
et les fournissent toutes) alors l’assemblage des sous-figures fournira toutes les so-
lutions valides et uniquement des solutions.

Théorème 8. Correction et complétude de l’assemblage de figures : SoitS =
S1+S2 unGCSavecS2 = (C2,X2,A2). La restriction deF (S) aux variables deS2

est l’ensemble des solutions du système obtenu en ajoutant le bord deS1 àS2 :

F (S)|X2 = F (S2 + B(S1))

Démonstration:

5Cf. p. 26
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SoientS = (C,X,A), S1 = (C1,X1,A1) etS2 = (C2,X2,A2) trois GCSavec
S = S1 + S2. Les variables de bord deS1 apparaissent dans les contraintes
deS1 et les contraintes deS2, i.e. elles constituent l’ensembleXe = X1 ∩

X2. On sait grâce au théorème4 que la relationF (S)|X2 ⊆ F (S2) n’est
pas symétrique de par le fait que certaines contraintes qui concernent les
inconnues deXe peuvent être présentes dansC1. Ainsi, soustraireS1 deS
peut retirer des contraintes agissant sur une partie deX2.
Le système de bord deS1 par rapport àS2 est leGCStel queF (B(S1)) =
F (S1)|Xe. CommeXe ⊆ X2, on peut déduire des théorèmes5 et7 que

F (S)|X2 = F (S1)|X2 ⊗ F (S2)|X2

= F (S1)|Xe ⊗ F (S2)
= F (B(S1) + S2)

�

Le lecteur pourra se référer à l’exemple126 pour un exemple des implications de ce
théorème.

Ce théorème nous permet de voir qu’en retirant le systèmeS2 deS et en rajoutant
le bord deS2 àS, on n’a pas modifié les solutions deS−S2. On peut donc résoudre
les deux systèmes séparément et les assembler, le théorème7 nous assurant que les
deux systèmes sont compatibles.

Ce théorème est basé sur une définition sémantique du bord. Il n’est donc vérifié que
si la signature considérée permet d’exprimer l’ensemble des contraintes du bord.
Par exemple, le bord du système représenté à la figure1.3 par rapport au reste du
système dont il est extrait contient une inégalité puisque l’on sait que la distance
entrep2 et p4 doit être inférieure ou égale à la somme des distancesp1–p2 et p1–
p4. La signature de l’univers géométrique de l’exemple1 ne permet pas d’exprimer
cette contrainte et on ne peut donc pas, simplement avec le théorème8, prouver que
décomposer le système de la figure1.2en commençant par soustraire le système de
la figure1.3mènera à un résultat correct.

Le théorème8 peut être affaibli en montrant qu’il n’est pas nécessaire d’ajouter
l’ensemble du système de bord dans le cas où celui-ci est redondant. Il suffit alors
d’ajouter une base du bord, c’est-à-dire un sous-ensemble minimal du bord tel que
toutes les autres contraintes sont redondantes.

Ce faisant, il est possible de montrer la correction et la complétude d’un algo-
rithme de résolution donné. En effet, pour le cas de systèmesD-bien-contraints par
exemple, il est possible de montrer que la connaissance de l’ensemble des distances
entre deux points et des angles entre deux droites est suffisant pour caractériser les

6Cf. p. 35
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solutions d’un système. Autrement dit, si l’on sait calculer ces informations, toutes
les autres informations du bord sont redondantes. Il suffit donc de savoir calculer
une base de cet ensemble. On peut montrer, de même, que l’ensemble des angles et
des bi-rapports de distance entre deux points est suffisant à caractériser les solutions
d’un systèmeS-bien-contraint.

3.3 Démonstration de la correction de la méthode d’O 

Rappelons7 que la méthode d’O [Owe91] est une méthode de décomposition
descendante d’unGCS génériquement rigide utilisant une analyse du graphe de
contrainte. Son principe est de rechercher une paire d’articulation8 et de séparer le
graphe en deux au niveau de cette paire d’articulation. L’undes deux sous-graphes,
que nous appelonsg1, a désormais un nœud d’articulation. L’autre sous-graphe,g2,
correspond à un sous-système rigide. Sig2 n’est pas un graphe triconnexe, O
opère une récursion surg2. Puis une arête, appelée lien virtuel9 est ajoutée entre les
deux nœuds de la paire d’articulation dansg1 et on opère récursivement surg1. Les
systèmes triconnexes doivent être résolus et leurs solutions sont assemblées.

La méthode d’O fonctionne dans un univers géométrique 2D dont les sortes sont
les points et les droites et les contraintes sont des distances entre points, des angles
entre droites et des incidences point-droite. Elle ne fonctionne que sur des systèmes
dont le graphe de contrainte n’est pas triconnexe : ceux-ci doivent être résolus au
moyen d’un solveur extérieur. Faisons ici l’hypothèse que l’on dispose d’un solveur
correct et complet pour ces systèmes et montrons que la décomposition d’O est
alors correcte et complète.

Il est trivial de montrer que si le graphe admet un nœud d’articulation ou est décon-
necté, leGCScorrespondant n’est pas rigide : dans le cas déconnecté, il est évident
que leGCSest coupé en deux parties qui ne partagent pas un repère pour les dé-
placements ; dans cas du nœud d’articulation, on montre que quelle que soit l’entité
géométrique correspondant au nœud d’articulation, les deux sous-GCSpartageant
cette entité ne partagent pas un repère pour les déplacements. L’ensemble n’est donc
pas rigide.

On sait donc que le graphe est un graphe biconnexe. Considérons maintenant une
paire d’articulation en deux nœudsn1 et n2 et décomposons leGCSen les deux
sous-systèmes situés de part et d’autre des entités géométriques correspondant à ces

7Cf. chapitre2
8I.e. une paire de nœuds du graphe telle que si on retire ces nœuds dugraphe ainsi que leurs

arêtes incidentes, le graphe résultant a 2 composantes connexes
9Angl. : virtual bond
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nœuds. S’il y a une arête entren1 et n2, on décompose en n’incluant la contrainte
correspondante que dans un seul des sous-systèmes.

Considérons maintenant que l’un des deux sous-systèmes est rigide. Il ne peut
s’agir, comme on l’a montré plus haut, que de celui dont le graphe n’a pas de nœud
d’articulation,g2. Il peut s’agir soit d’un système triconnexe, soit d’un système sur
lequel on va opérer une récursion. Son bord par rapport au reste du système est l’en-
semble des informations que l’on peut calculer, dans un système rigide, concernant
les deux entités géométriques partagées. Trois cas sont possibles :
– les deux entités géométriques sont des points : une base du bord est la distance

entre ces points ;
– les deux entités géométriques sont des droites : une base dubord est l’angle entre

ces droites ;
– une entité est une droite, l’autre un point : une base de bordest la contrainte

d’incidence ou la distance entre le point et la droite, selonle cas.
Dans les trois cas, une base du bord est faite d’une contrainte avec un degré de
restriction, qui se traduit en terme de graphes par une arêteentre les deux entités.
L’ajout du lien virtuel correspond donc bien à l’ajout du bord. Les deux systèmes
partagent un repère pour les déplacements et peuvent être assemblés.

Nous avons montré que la méthode de décomposition d’O revenait, en terme de
graphe, à décomposer un système en deux sous-systèmesS1 etS2 dont l’un,S1, est
D-bien-contraint et à ajouter le bord deS1 dansS2. Le théorème8 nous permet donc
d’assurer que cette méthode est correcte et complète, sous l’hypothèse de disposer
de solveurs corrects et complets pour les systèmes triconnexes.

Notons que l’une des configurations possibles de paire d’articulation (un point et
une droite) peut amener un bord contenant une contrainte nonexprimable dans
l’univers géométrique d’O (distance entre un point et une droite).

La figure3.5 montre un exemple deGCScompatible avec l’univers géométrique
d’O et où cette configuration apparaît. Le sous-système engendré par l’ensemble
{p1, p3, p4, l1} est rigide. Considérer la paire d’articulation constituée de p1 et del1
mène donc à remplacer ce système par un lien virtuel entrep1 et l1, dont l’interpré-
tation géométrique est la distance dep1 à l1.

Une seconde hypothèse pour la correction et la complétude dela méthode d’O
est donc que ce type de configuration n’intervient jamais.



p1

p2

p3 p4

l1

p1

p2 p3

p4

l1

a b

Figure 3.5 -Système de contrainte géométrique mettant en défaut la
méthode d’O : esquisse (a) et graphe ((b)
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Nous avons formalisé, avec l’approche des spécifications algébriques, les systèmes
de contraintes géométriques et leurs opérations, leurs niveaux de constriction, leur
décomposition et leur résolution, ainsi que le point de vue multi-groupe. Nous
avons réalisé un aperçu de la littérature concernant la résolution de systèmes de
contraintes géométriques en mettant l’accent sur les méthodes traitant de systèmes
sous-contraints. Nous avons montré quelles étaient les conditions de correction et
de complétude des méthodes de décomposition et ainsi pu prouver que la méthode
d’O était correcte et complète sous certaines hypothèses.

Bien sûr, la démonstration que nous avons effectué n’aboutira pas à la preuve de
complétude d’un solveur deGCSd’une famille géométrique : seuls les solveurs al-
gébriques peuvent être complets. Mais notre démonstrationfournit les conditions
suffisantes et nécessaires pour que la décomposition n’amène pasde facteur d’in-
complétude supplémentaire.

Les développements récents dans le domaine de la preuve interactive ont montré
qu’il pouvait être dangereux de se contenter de démonstrations non vérifiées par
l’ordinateur. M et F [MF03] montrent par exemple que la formalisation
de la géométrie par H n’est pas autant exempte d’hypothèses qu’H l’af-
firme et qu’il s’est probablement appuyé sur des figures pour raisonner, bien qu’il
prétende le contraire. De même, H et al. [HHM+10] proposent une démonstra-
tion au moyen d’un assistant de preuves de la preuve de la conjecture de K,
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proposée 12 ans plus tôt par H sous la forme d’une démonstration mathéma-
tique d’environ 250 pages et publiée seulement en 2006 de parl’incapacité des rap-
porteurs à certifier la correction de la démonstration. Ils montrent notamment que
l’utilisation d’un assistant de preuves a permis de décelerdes inexactitudes dans la
preuve originale.

Une suite logique des travaux présentés dans cette partie serait donc de formaliser
les systèmes de contraintes géométriques dans un assistantde preuves et d’y ef-
fectuer les démonstrations des différents théorèmes menant à la démonstration des
conditions de correction et de complétude des méthodes de décomposition à partir
de la définition du bord.

En outre, il serait intéressant de reprendre, comme nous l’avons fait pour la méthode
d’O, les différentes méthodes de décomposition de la littérature et de traduire
leurs opérations dans notre formalisme afin de vérifier si elles sont correctes et com-
plètes et, le cas échéant, de préciser sous quelles hypothèses elles le sont.
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Nous avons vu dans la partieI quelles étaient les grandes approches de la résolution
de Systèmes de Contraintes Géométriques (GCS). Nous avons notamment vu que la
rigidité des objets conçus était souvent une hypothèse des algorithmes de résolution
actuels. Dans cette partie, nous allons nous abstraire de cette hypothèse et étudier le
cas spécifique et encore relativement peu traité des systèmes de contraintes géomé-
triques sous-contraints.

Au chapitre3de la partieI, nous avons indiqué qu’il était inadéquat d’opposer rigide
et sous-contraint dans la mesure où un système rigide a généralement une infinité
de solutions de par son invariance par déplacement. Dans cette partie, nous nous
intéressons aux systèmes sous-contraints dans leur ensemble, c’est-à-dire que nous
cherchons à traiter de manière homogène des systèmes bien-contraintsmodulodes
groupes de transformations globaux autres que l’identité et desGCSpour lesquels
il n’existe pas de groupe de bonne constriction agissant globalement, c’est-à-dire
intuitivement des systèmes articulés.

Motivation

Nous considérons, contrairement à ce qui a été fait jusqu’ici dans la littérature, que
les solveurs devraient être capables de résoudre desGCSsous-contraints. Comme
nous l’avons vu à la section2.2, la plupart des articles traitant de la sous-constriction
visent à la détecter, la considérant comme un cas d’erreur, ou à se ramener au cas
rigide par un ajout de contraintes auGCS.

Pourtant, la résolution deGCSsous-contraints a des intérêts multiples : d’une part,
pour la résolution d’unGCSrigide difficilement (voire non) décomposable, les so-
lutions d’un sous-système sous-contraint peuvent être un point de départ pour un
rattrapage numérique, de même qu’une décomposition en plusieurs systèmes sous-
contraints (bien contraintsmodulodes groupes globaux ou non) peut augmenter
la classe des systèmes rigides résolubles ; d’autre part, les GCS sous-contraints
peuvent très bien être des objets finaux correspondant aux attentes de l’utilisa-
teur : une paire de ciseaux, une lampe de bureau ou encore une voiture sont autant
d’exemples de systèmes classiquement considérés comme sous-contraints même si,
du point de vue de l’utilisateur, ils ont été contraints correctement.

Enfin – et cet argument a eu un impact déterminant sur l’orientation donnée à nos
travaux – la capacité à résoudre desGCSsous-contraints est un impératif pour la
mise au point de logiciels efficaces de Conception Assistée par Ordinateur (CAO)
basés contraintes permettant aux utilisateurs de concevoir incrémentalement leur es-
quisse. Cette fonctionnalité, très peu envisagée jusqu’alors, est pourtant essentielle
si l’on veut permettre à des utilisateurs non experts un accès aux logiciels deCAO
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par contrainte : ceux-ci sont susceptibles de concevoir desGCSavec trop ou pas
assez de contraintes par rapport à l’objet voulu et ont besoin de pouvoir procéder
par essai/erreur en ayant un retour sur le niveau de constriction du système.

L’ensemble des algorithmes que nous proposons dans cette partie sont donc incré-
mentaux : ils fonctionnent sur la base de la mise-à-jour des données lors de l’ajout
d’une entité géométrique ou d’une contrainte.

Démarche

Pour répondre aux besoins d’incrémentalité et de retour visuel sur le niveau de
constriction, la démarche que nous abordons passe par la définition du schéma de
résolution suivant :

1. trouver incrémentalement une paramétrisation duGCS,

2. trouver un plan de construction,

3. donner des valeurs aux paramètres et évaluer le plan de construction.

La paramétrisation duGCSévoquée à l’étape1 est un repère pour leGCS: elle
consiste à fournir, pour chaque entité géométrique duGCS, le nombre de degrés de
liberté qu’il faut retirer afin que leGCSsoit bien contraintmodulol’identité. Si le
système est rigide, le résultat de l’algorithme de calcul d’une paramétrisation doit
donc être un repère pour les déplacements.

Il existe un grand nombre de paramétrisations différentes pour un même système
et toutes ne se valent pas : certaines mènent à des plans de construction suscep-
tibles d’échouer selon les valeurs des paramètres alors que, pour le même système,
d’autres permettent de trouver un plan de construction toujours valide.

L’étape1est abordée au chapitre4, où nous étendons les travaux de L et M-
 en abstrayant leGCS sous forme d’un graphe biparti entités-contraintes
et en calculant un flux traversant ce graphe. Les algorithmesque nous proposons
partent de l’hypothèse que leGCSn’est pas génériquement sur-contraint.

Les étapes2 et 3 sont abordées dans le chapitre5, qui décrit comment interpré-
ter géométriquement la paramétrisation combinatoire et comment déduire un plan
de construction par blocs à partir de cette paramétrisation. Il explicite également
l’interprétation géométrique du flux obtenu.

Le chapitre6 traite du problème spécifique de la détection de la sur-constriction lors
de l’ajout de contraintes ou lors de l’évaluation numériquede la paramétrisation :
il montre que ces deux problèmes ne sont pas trivialement résolus en adaptant les
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méthodes existantes, puis propose des extensions de la méthode du témoin10 pour
les résoudre.

10Cf. section2.2.2et [MF06, MFLM06, MF07, MF09]
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Pour chaque problème, il y a une solution qui est simple,
claire et fausse
– Henri Louis Mencken, journaliste américain

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme combinatoire, basé sur une mé-
thode de flux, en extension des travaux de L et M [LM96b]. Il
est conçu incrémentalement : à partir d’une paramétrisation d’un système de con-
traintes géométriques, une nouvelle paramétrisation est calculée en mettant à jour
le flux, lorsqu’une contrainte ou une entité géométrique estajoutée par l’utilisateur.
Nous proposons également un algorithme – en réalité une modification mineure de
l’algorithme utilisé à l’ajout d’une contrainte – permettant à l’utilisateur de changer
de paramétrisation si celle qui lui est proposée ne lui convient pas1.

1Par exemple parce qu’elle ne lui donne pas une bonne intuition des libertés du système
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Nous avons vu, au chapitre22, comment fonctionnait l’algorithme de flux de L-
 et M. Leur algorithme, limité à la 2D, utilise l’hypothèse de rigidité
duGCSà résoudre pour déduire que trois degrés de liberté doivent être retirés pour
ancrer une solution dans le plan. À cet effet, une contrainte virtuelle avec trois de-
grés de restriction est ajoutée et connectée à deux nœuds du graphe de flux.

Afin de s’abstraire de l’hypothèse de rigidité, notre algorithme n’utilise pas cette
contrainte virtuelle obligatoirement satisfaite. En revanche, le nœud de chaque en-
tité géométrique est liée à un nouveau nœud, qui dispose d’autant de degrés de
restriction que l’entité géométrique a de degrés de liberté. Ces nœuds ne seront
pas nécessairement saturés et représentent les éléments durepère que l’on calcule.
Ainsi, nous déterminons quels degrés de liberté doivent être fixés.

Nous commençons, avec la section4.1, par des définitions, notations et représenta-
tions spécifiques que nous utilisons dans la suite de ce manuscrit. Nous décrivons
ensuite l’algorithme en lui-même à la section4.2et en donnons quelques exemples
en section4.3. Nous réalisons enfin une analyse de l’algorithme à la section 4.4.

4.1 Définitions et notations

Le but des algorithmes décrits dans ce chapitre est le calculd’une paramétrisation
combinatoire d’unGCS.

Définition 45. Paramétrisation combinatoire d’un GCS : Soit S = (C,X,A)
un GCSnon génériquement sur-contraint. Une paramétrisation combinatoire est
une fonction p: X → N telle qu’il est possible de rendreS génériquement bien
contraintmodulol’identité en fixant p(x) degrés de liberté pour chaque entité géo-
métrique x∈ X.

Pour une paramétrisation combinatoirep donnée, nous appelons les entités géomé-
triquesx telles quep(x) > 0 les entités de l’ancre.

Le graphe de flux spécifique que nous construisons est appelé un graphe deR-flux.
Un flot traversant un graphe deR-flux est appelé unR-flot.

Dans les graphes deR-flux, on note
– u→ t l’arc reliant les nœudsu et t et orienté deu verst ;

– u
i
−→ t l’arc deu à t ayant une valuationi ;

– u −→
j

t l’arc deu à t ayant une capacité dei ;

2Cf. section2.2.1.2p. 49
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– u
i
−→

j
t l’arc deu à t valuéi et de capacitéj ;

– {→ t} l’ensemble des arcs entrants det ;
– {u→} l’ensemble des arcs sortants deu ;
– Cap(x) la capacité de l’arcx ;
– Val(x) la valuation de l’arcx.

La définition précise d’un graphe deR-flux est la suivante.

Définition 46. Graphe deR-flux d’un GCS : Soit S = (C,X,A) un GCS. Le
graphe deR-flux deS est un graphe orienté g dont les arcs ont des valuations dans
N tel que
– g a un nœud source ns et un nœud puits np ;

– à chaque entité géométrique x∈ X∪A correspond un nœud nx, avec ns
ddl(x)
−−−−→ nx ;

– à chaque contrainte c∈ C correspond un nœud nc avec nc
ddr(c)
−−−−→ np ;

– si x est une variable de c, alors g inclut un arc nx −→
k

nc, avec k le nombre de

degrés de libertés que c peut génériquement ôter à x ;
– pour chaque entité géométrique x, g inclut un nœud rx, appelénœud de repèrede

x, avec les arcs nx −−−→
ddl(x)

rx et rx −−−→
ddl(x)

np.

Il est bien entendu important que le flot traversant le graphedeR-flux soit valide,
au sens usuel de la validité d’un flot, que nous rappelons.

Définition 47. Graphe deR-flux valide : Un graphe deR-flux g est valide si
– pour tout arc a de g,0 ≤ Val(a) ≤ Cap(a) ;
– pour tout nœud n excepté ns et np, Σi∈{→n}(Val(i)) = Σi∈{n→}(Val(i))

L’objectif de notre algorithme de paramétrisation est de calculer unR-flot valide
maximalau sens de la définition suivante.

Définition 48. R-flot valide maximal : UnR-flot valide est dit maximal si
– chaque nœud nx correspondant à une entité géométrique est saturé, c’est-à-dire

qu’on aΣi∈{nx→}(Val(i)) = k avec ns
k
−→ nx ;

– chaque nœud nc correspondant à une contrainte est saturé : on aΣi∈{→nc}(Val(i)) =

k avec nc
k
−→ np ;

– les nœuds de repère ne sont pas nécessairement saturés : on a nx
i
−→

j
rx et rx

i
−→

j
np

avec0 ≤ i ≤ j.

La définition d’unR-flot valide maximal correspond à la définition classique d’un
flot valide maximal, à la différence près que les nœuds de repère n’ont pas à être
saturés.
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p1 p2 p3

p4 p5

p1 p2

p3

p4 p5

Figure 4.1 -Système articulé
fait d’une chaîne fermée de 4
barres rigides et d’une barre
en libre rotation autour d’un

point de la chaîne

Figure 4.2 -Représentation
de C du R-flot de la

figure 4.3

Les valuations des arcs allant d’un nœud d’entité à son nœud de repère nous per-
mettront de définir une paramétrisation combinatoire.

Définition 49. Degré de repère d’un nœud du graphe deR-flux : Dans un graphe
de R-flux, on appelledegré de repèred’un nœud nx correspondant à une entité
géométrique la valuation de l’arc nx→ rx le reliant à son nœud de repère.

Par abus de langage, nous parlons également du degré de repère derx pour parler
du degré de repère denx.

Dans unR-flot valide maximal, les degrés de repère non nuls indiquentles degrés
de liberté du système et, donc, les entités géométriques à fixer ou à restreindre3

pour que leGCS ne soit pas sous-contraint. Dans le cas d’un système décrivant
un objet rigide, la somme des degrés de repère est donc 3 en dimension 2 et 6 en
dimension 3. L’interprétation géométrique de ces valuations, comme nous le voyons
à la section5.1, est un repère minimal pour le système à paramétrer.

La figure4.3 montre un exemple d’unR-flot valide maximal pour leGCSsous-
contraint de la figure4.1. L’orientation des arcs n’y est pas indiquée car c’est l’orien-
tation classique des graphes de flux bi-partis : de la source vers le puits. Parce que
cette représentation n’est pas très intuitive, nous lui substituons deux autres repré-
sentations, selon les cas :
– la représentation de C [Chy85], dans laquelle les contraintes ne sont pas ex-

plicitement représentées sous la forme de nœuds, mais uniquement sous la forme
d’arcs entre les nœuds correspondant aux entités. L’orientation des arcs est faite

3Dans la suite, nous disons de l’entité géométriquex qu’elle estfixéesi le degré de repère denx

est égalddl(x) et qu’elle estrestreintesi le degré de repère denx est strictement positif et inférieur à
ddl(x).
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Figure 4.3 -R-flot valide maximal correspondant au GCS de la figure 4.1 :
les nœuds p1 à p5 représentent les entités géométriques du GCS ; les

nœuds rp1 à rp5 sont leurs nœuds de repère ; les nœuds d représentent
les contraintes de distance ; les arcs sont valués par la valeur du flux les

traversant (les capacités ne sont pas indiquées). Les arcs sont orientés de
la gauche vers la droite.

de telle sorte que l’arc soit entrant pour une entité si la valuation de l’arc entre
cette entité géométrique et la contrainte est positive. Lesnœuds de repère sont
quant à eux représentés par des arcs sans origine, chaque arcfigurant un degré
de valuation. La figure4.2 donne la représentation de C du R-flot de la fi-
gure4.3;

– la représentation de C n’est pas intuitive dans tous les cas : dans le cas de
contraintes avec une arité supérieure à 1, la représentation des arcs devient un
peu moins compréhensible ; lorsque plusieurs contraintes de même profil portent
sur un même ensemble de contraintes, la représentation de C ne permet pas
de différencier les contraintes ; surtout, les contraintes et la valuation des arcs liés
à leur nœud sont implicites dans la représentation de C, ce qui la rend in-
appropriée pour des illustrations du fonctionnement de nosalgorithmes lorsqu’il
s’agit de montrer comment unR-flot est modifié. C’est pourquoi dans certains
cas, nous utilisons une représentation explicite du graphedeR-flux, en oubliant
simplement les nœudsns et np ainsi que les nœuds de repère dont le degré de
repère est nul. L’orientation des arcs n’est pas représentée graphiquement car elle
n’apporte pas d’information utile : les arcs du graphe de fluxvont toujours des
nœuds d’entité vers les nœuds de contrainte. De même, les capacités des arcs
ne sont pas indiquées car elles sont égales au degré de restriction générique des
contraintes. La figure4.5, par exemple, montre les étapes de calcul duR-flot de
la figure4.3en utilisant cette représentation.
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L’ajout des nœudsrx permet de se passer de l’hypothèse de rigidité duGCS. Elle
a toutefois le désavantage d’empêcher la détection de systèmes sur-contraints. On
peut ainsi voir qu’à la figure1.5, notre algorithme associe unR-flot indiquant qu’il
faut fixer un point pour que le système soit bien contraint, alors que ce système est
structurellement sur-contraint. Pour cette raison, notrealgorithme part de l’hypo-
thèse – forte – que le système n’est pas sur-contraint. Nous montrons au chapitre6
comment la méthode du témoin4 nous permet de détecter la sur-constriction. Les
méthodes disponibles dans la littérature [LM96b, HLS98, JNT03] ne souffrent pas
de ce désavantage grâce à l’hypothèse de rigidité, qui leur permet de savoir que le
nombre total de degrés de repère doit être 3 ou 6, selon la dimension.

4.2 Algorithmes pour la paramétrisation combinatoire

Nous décrivons dans cette section les différents algorithmes nécessaires au calcul
incrémental d’une paramétrisation combinatoire. Il nous faudra pour cela définir
les opérations d’ajout d’entité géométrique et de contrainte. Nous commençons par
donner l’algorithme général calculant une paramétrisation combinatoire d’unGCS
de manière incrémentale, puis détaillons l’opération d’ajout d’une contrainte.

4.2.1 Principe général

Afin de permettre à l’utilisateur de corriger le système de contraintes géométriques
s’il a trop de degrés de libertés, l’algorithme présenté iciest incrémental. À cet effet,
nous définissons les trois opérations suivantes :

1. l’initialisation duR-flux correspondant à unGCSvide ;

2. la modification d’unR-flux lors de l’ajout d’une entité géométrique ;

3. la modification d’unR-flux lors de l’ajout d’une contrainte.

À partir de ces trois opérations, on peut trivialement définir l’algorithme qui calcule
une paramétrisation combinatoire d’unGCS. Le pseudo-code est donné à l’algo-
rithme4.1.

L’initialisation du graphe deR-flux (ligne1 de l’algorithme) est faite en considérant
le graphe sans arc contenant les nœudsns etnp.

L’ajout d’une entité géométriquex (ligne5 de l’algorithme) est fait en ajoutant deux
nœuds : le nœudnx correspondant àx et son nœud de repèrerx. On ajoute trois arcs :

4Que nous avons évoquée dans le chapitre2, cf. p.52
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Entrées:
S = (C,X,A) : unGCS

Résultat :
Graphe deR-flux maximal valide correspondant àS

1 R ← graphe deR-flux initial
pour chaquecontrainte c(x1, . . . , xn) ∈ C faire

pour chaqueentité xi ∈ {x1, . . . , xn} faire
siR ne contient pas le nœud correspondant à xi alors

5 Ajouter xi dansR

6 Ajouterc dansR

retourner R

Algorithme 4.1: Calcul d’une paramétrisation combinatoire d’unGCS

ns
ddl(x)
−−−−→ nx, nx

ddl(x)
−−−−→ rx et rx

ddl(x)
−−−−→ np.

Lors de l’ajout d’une contrainte, enfin (ligne6 de l’algorithme), le graphe deR-flux
est modifié en recherchant un chemin améliorant [FJF56]. Nous décrivons l’opéra-
tion en détail à la section4.2.2.

4.2.2 Modification d’un R-flot à l’ajout d’une contrainte

L’ajout d’une nouvelle contraintec se fait lorsque toutes les entités géométriques
liées à cette contrainte sont présentes dans le graphe, puisen baissant les valuations
d’entrée de certains nœuds de repère afin de pouvoir saturernc. Cette opération est
une adaptation de la recherche de chemin améliorant dans l’algorithme de F-
F [FJF56]. Pour effectuer l’opération, nous recherchons un chemin sans
cycle denc vers un nœudrx tel que :
– rx est au moins partiellement saturé : Val(nx→ rx) > 0 ;
– pour chaque nœudnx du chemin, la valuation de l’arc lié ànx et situé du côté de

nc est augmentable (inférieure à sa capacité) ;
– de même, pour chaque sommenx du chemin, la valuation de l’arc lié ànx et situé

du côté derx est diminuable (non nulle).
Une fois un tel chemin trouvé, il faut « retourner » ce chemin :pour chaque nœud
de contraintenc′ du chemin (saufnc), la valuation de l’arc situé du côté denc est
diminuée de 1 et celle de l’arc situé du côté derx est augmentée de 1. Ensuite, la
valuation de l’arc lié àrx est réduite de 1 et celle de l’arc liénc est augmentée de 1.
Si le chemin ne contient aucune contrainte, son retournement consiste uniquement
à diminuer le degré de repère derx et à augmenter la valuation de l’arcnc→ nx. La
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Figure 4.4 -Retournement d’un chemin, commençant par une contrainte
de distance et se terminant par le nœud de repère rp3. Le chemin est celui

qui est retourné à la figure 4.5e pour obtenir le R-flot de la figure 4.5f.

figure 4.4 illustre le retournement d’un chemin (elle représente la transition entre
les figures4.5eet4.5f ).

On répète cette opération (recherche de chemin, retournement de chemin) autant
de fois que le degré de restriction dec5, afin quenc soit saturé. L’algorithme4.2
donne le pseudo-code de l’opération d’ajout d’une contrainte, en faisant appel à
l’algorithme4.3pour chercher un chemin. L’algorithme4.3 recherche les chemins
valides avec comme nœud initial une entité géométrique donnée. L’algorithme4.2
utilise donc cet algorithme sur chacune des entités géométriques liées à la contrainte
à ajouter.

En outre, ces deux algorithmes utilisent une liste de degrésde repère à respecter
ainsi qu’une stratégie de choix de repère. Ces deux éléments sont discutés plus avant
dans la suite, il suffit pour le moment de savoir que la liste permet à l’algorithme de
ne pas baisser le degré de repère d’une entité géométrique en-dessous d’une valeur
indiquée par l’utilisateur.

L’algorithme4.2est une version de l’algorithme d’ajout de contrainte, qui cherche
exhaustivement tous les chemins possibles pour ensuite sélectionner le meilleur en
fonction d’une stratégie de choix. Il est bien évidemment possible d’adapter ces
algorithmes afin de se contenter du premier chemin trouvé au terme d’un parcours
(en profondeur d’abord ou en largeur d’abord) ou de disposerd’une heuristique
permettant de décider si l’on continue à chercher ou non, en fonction de la qualité
duR-flux calculé.

4.2.3 Modification d’un R-flot

Il est également possible d’adapter l’algorithme d’ajout d’une contrainte (4.2) afin
de modifier leR-flot sans ajouter de contrainte et ainsi chercher d’autres repères.

5Il serait également possible de chercher directement un chemin permettant, en un retournement,
de satisfaire la nouvelle contrainte. Toutefois, dans la pratique, la plupart des contraintes rencontrées
ont un degré de restriction de 1, aussi les chances de trouverun tel chemin sont faibles.
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Entrées:
R : Graphe deR-flux actuel, valide maximal
c(x1, ...xm) : Contrainte à ajouter
L = {(xi ,di)} : Liste des obligations de repère
T : Stratégie de choix de repère

Résultat :
Graphe deR-flux valide maximal après ajout denc

E← liste (nx1, ...,nxm) des nœuds d’entités liées àc
Ajouter un nœudnc lié à l’ensemble des nœuds deE
Valuer les arcs denc par 0
pour i de 0 àddr(c) faire

P← liste vide des chemins trouvés
pour chaqueentité x∈ E faire
A ← nouvel arbre avecx comme unique nœud
P← P + RechercheChemins(R, x, L, A, {c})
// Utilisation de l’algorithme 4.3

p←meilleur chemin deP d’aprèsT
Retourner le cheminp dansR
Incrémenter la valuation de l’arc liantnc au nœud initial dep

retourner R

Algorithme 4.2: Mise-à-jour duR-flux lors de l’ajout d’une contrainte
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Entrées:
R : Graphe deR-flux valide maximal
x : Entité dont on veut augmenter le degré de repère
L = {(xi ,di)} : Liste des obligations de repère
A : Arbre des chemins parcourus
I : Contraintes interdites dans le chemin

Résultat :
Chemin améliorant

P← liste vide des chemins trouvés
pour chaquecontrainte c liée à x qui n’est pas dans Ifaire

si c ne relie pas x à son parent dansA alors
si c est retournablealors

pour chaqueentité e liée à c sauf xfaire
ajouteredansA avecx pour parent

7 si l’on peut retirer un degré de repère à ne alors
marquerecomme final dansA

P← P + RechercheChemins(R, e, L, A, I)
// Récursion

retourner P

Algorithme 4.3: Recherche de chemin améliorant dans le graphe deR-flux



Algorithmes pour la paramétrisation combinatoire 101

En effet, en recherchant un chemin améliorant ayant pour nœud initial nx et pour
nœud final un nœudrx′ totalement ou partiellement saturé, on peut augmenter de 1
la valuation de l’arcnx→ rx et diminuer de 1 la valuation de l’arcnx′ → rx′.

Entrées:
R : Graphe deR-flux actuel, valide maximal
x : Entité dont on veut augmenter le degré de repère
L = {(xi ,di)} : Liste des obligations de repère
T : Stratégie de choix de repère

Résultat :
Graphe deR-flux valide maximal après augmentation de Val(nx→ rx)
Nouvelle liste des obligations de repère

A ← nouvel arbre avecx comme unique nœud
P← RechercheChemins(R, x, L, A, ∅) // Utilisation de

l’algorithme 4.3

p←meilleur chemin deP d’aprèsT
Retourner le cheminp dansR
Incrémenter la valuation de l’arcnx→ rx

si ∃d, (x,d) ∈ L alors
L← L − (x,d) + (x,d + 1)

sinon
L← L + (x,1)

retourner R, L

Algorithme 4.4: Augmentation du degré de repère d’une entité

Grâce à l’utilisation de l’algorithme4.4, l’utilisateur peut, à partir d’un repère qui
lui est proposé, demander à essayer un autre repère. Dans le cas où il voudrait fixer
plusieurs degrés de repère, nous ajoutons, après chaque augmentation du degré de
repère d’une entité géométriquex, le couple (x,dx) à la liste des obligations de re-
père, avecdx le nombre de degrés de libertés que l’utilisateur veut fixer pour l’entité
géométriquex. Dans l’algorithme4.3, la liste des obligations de repère est prise
en compte lors de la vérification de la possibilité de « retirer un degré de repère
à x » (ligne 7) : il faut pour satisfaire cette condition que le nombre de degrés de
repères dee, c’est-à-dire la valuation de l’arc dene versre, soit non nulle et supé-
rieure àd quand (e,d) apparaît dans la liste des obligations de repère. On pourrait
remplacer le test de la ligne7 par le test «si ((∃(e,d) ∈ L et Val(ne → re) > d) ou
(∄(e,d) ∈ L et Val(ne→ re) > 0)) ».
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4.3 Exemples d’application

Nous donnons ici plusieurs exemples d’application de notrealgorithme de paramé-
trisation combinatoire. Nous commençons avec un exemple en2D, constitué d’une
chaîne fermée de quatre barres rigides, partageant un pointavec une cinquième
barre (section4.3.1) ; nous donnons ensuite un exemple en 3D avec le calcul de
deux paramétrisations d’une plate-forme de S (section4.3.2) ; enfin, nous
montrons les limites de cet algorithme avec le célèbre exemple sur-contraint de la
« double-banane » (section4.3.3).

4.3.1 Exemple 2D

Considérons l’exemple de la figure4.1, représentant unGCSconstitué d’une chaîne
fermée non rigide de quatre barres et d’une cinquième barre en rotation libre au-
tour d’un des points de la chaîne. Le graphe deR-flux initial est représenté à la
figure 4.5a, avec uniquement le pointp1 et le nœud de repèrerp1. La figure4.5b
montre le graphe deR-flux obtenu après ajout dep2 et de la contrainte de distance
entrep1 et p2. De par la saturation de la contrainte de distance, un degré de repère
a été retiré àp2. À la figure4.5c, p3 et p4 ont été ajoutés, ainsi que les contraintes
concernant les quatre entités géométriques considérées. Àla figure4.5d le point
p5 a été ajouté, ainsi que deux des contraintes de distance le concernant : celles
liant p2 et p3 respectivement. La figure4.5emontre l’ajout de la dernière contrainte
de distance (non encore saturée) et un chemin possible à retourner (en pointillés)
dans lequel le degré de restriction de la nouvelle contrainte remet en cause l’un des
degrés de repère dep3. Enfin, la figure4.5f montre leR-flot résultant après cette
exécution de l’algorithme. La figure4.7 montre une interprétation géométrique de
ceR-flot sous forme de repère.

La figure4.6donne un exemple d’application de l’algorithme4.4, qui augmente le
degré de repère d’une entité géométrique. En partant duR-flot final de la figure4.5,
l’utilisateur a demandé à augmenter le degré de repère dep3. Le repère qui corres-
pond à ceR-flot est illustré à la figure4.8.

4.3.2 Exemple 3D : la plate-forme de S

Considérons maintenant un exemple complexe en 3D : une plate-forme de S-
 [Ste66]. Elle est constituée de deux hexagones rigides (e.g. des hexagones
tels que celui représenté à la figure8.2, auquel on ajoute une contrainte de copla-
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Figure 4.9 -Esquisse d’une
plate-forme de S. Les

deux hexagones en gras sont
rigides ; les six autres

segments indiquent des
contraintes de distance.

Figure 4.10 -Assemblage
prismatique entre deux points

d’une plate-forme de
S : le point médian est

incident à la ligne.

narité des six points) liés ensemble par six assemblages prismatiques, c’est-à-dire
des barres dont la longueur est un paramètre fourni par l’utilisateur. Pour des va-
leurs données de ces paramètres, six barres rigides relientles deux hexagones, ce
qui donne un système rigide, dont le graphe de contrainte estreprésenté à la fi-
gure4.9. Pour représenter le fait que les barres sont des assemblages prismatiques,
on peut remplacer chacune des six barres rigides par une droite, sur laquelle on
place un point, à une distance fixe de l’hexagone supérieur. Comme la distance au
second hexagone n’est pas connue, ce point est en libre translation sur la droite. Un
exemple de cette représentation est donné à la figure4.10.

La figure4.11donne certaines étapes du calcul d’une paramétrisation combinatoire
de la plate-forme de S avec l’algorithme4.1ainsi que deux modifications du
R-flot avec l’algorithme4.4.

La figure4.11a montre sous forme de repère leR-flot calculé pour le système com-
posé des deux hexagones rigides sans qu’aucune contrainte ou entité géométrique
ne les joigne. À la figure4.11b, une droite a été ajoutée, contrainte à être incidente
à l’un des points de l’hexagone inférieur. Comme cette contrainte a un degré de
restriction de 2, la droite a encore deux degrés de liberté. La flèche barrée indique
qu’il faut restreindre ces deux degrés de liberté. La figure4.11c montre leR-flot
après ajout d’une contrainte d’incidence à un point de l’hexagone supérieur. Notre
stratégie retire deux degrés de repère de l’hexagone supérieur.

À la figure 4.11d, les six droites ont été ajoutées et rendues incidentes chacune à
deux points, un dans chacun des hexagones. Nous simulons alors une demande,
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par l’utilisateur, de changement duR-flot, afin de mieux comprendre dans quelle
mesure l’hexagone supérieur est mobile. Six utilisations de l’algorithme4.4mènent
auR-flot représenté sous forme de repère à la figure4.11e.

À la figure 4.11f, nous montrons l’ajout d’un point et de deux contraintes : une
contrainte de distance par rapport à un point de l’hexagone supérieur (avec un de-
gré de restriction) et une contrainte d’incidence à la droite passant par ce point (avec
deux degrés de restriction). L’ensemble constitué de l’hexagone supérieur et du nou-
veau point est rigide. En ajoutant, similairement, cinq autres points, nous obtenons
la figure4.11g.

Enfin, la figure4.11h est obtenue après une nouvelle utilisation de l’algorithme4.4:
l’utilisateur demande à incrémenter le degré de repère de l’un des nouveaux points.
Une fois que l’utilisateur a fait cela pour les six nouveaux points, nous obtenons la
figure4.11i. Elle indique que si l’hexagone inférieur est fixé, la position de l’hexa-
gone supérieur dépend de la position, sur leur droite respective, de chacun des points
glissants.

4.3.3 Exemple 3D : la « double-banane »

Considérons enfin le célèbre contre-exemple de la caractérisation de L6 qu’est
la« double-banane ». La figure1.14 donne le graphe de contrainte duGCSde la
double-banane. Il est constitué de deux paires de tétraèdres partageant une face (les
« bananes »), les deux paires ayant deux points en commun. De manière plus géné-
rale, on peut considérer n’importe quel couple de systèmes rigides en 3D partageant
deux points comme une forme de double-banane.

Ce GCSest génériquement sur-contraint : la distance entrep1 et p2 peut être cal-
culée dans n’importe laquelle des deux bananes, la probabilité que les valeurs cal-
culées soient cohérentes est donc quasi-nulle. S’il n’est pas sur-contraint parce que
les distances sont cohérentes, alors il est sous-contraint: chacune des bananes est
en libre rotation autour de l’axe (p1p2).

La figure4.12 donne les étapes de calcul d’une paramétrisation combinatoire de
ce système. Nous y représentons le graphe de contrainte du système déjà intégré au
graphe deR-flux et ajoutons à cela une interprétation sous forme de repère duR-flot
calculé.

La figure4.12a montre leR-flot calculé en ayant considéré une contrainte de dis-
tance entre deux points. LeR-flot indique qu’un des points est fixé, l’autre est res-

6Cf. pp.32ou46
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Figure 4.11 -Étapes du calcul d’une paramétrisation combinatoire d’une
plate-forme de S avec l’algorithme 4.1. Voir texte
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treint puisqu’il faut lui retirer deux degrés de liberté. Une interprétation géométrique
de ceR-flot est qu’il faut fixer un point et la direction de ce point à l’autre (la flèche
barrée indique que cette direction correspond à deux degrésde liberté).

À la figure 4.12b, un troisième point a été ajouté, ainsi qu’une contrainte dedis-
tance. Il faut donc restreindre ce nouveau point, ce qui se traduit là encore par la
donnée d’une direction. Puis une troisième contrainte de distance est ajoutée à la
figure4.12c, ce qui réduit le nombre de degrés de liberté du dernier pointajouté :
il n’est plus sur une sphère mais sur un cercle, il suffit donc de le restreindre d’un
degré de liberté. La figure4.12d montre l’ajout d’un quatrième point, sans chan-
gement de la paramétrisation puisqu’il est construit à partir de trois contraintes de
distance. On a construit un premier tétraèdre. De même, à la figure4.12e, un point
et trois contraintes de distance ont été ajoutés, complétant la première banane.

À la figure 4.12f, le premier tétraèdre de la seconde banane a été pris en compte
dans le calcul duR-flot. Il faut restreindre deux degrés de liberté de l’un de ses
points et un degré de liberté d’un autre point, ce qui correspond bien à la pratique :
le tétraèdre est en rotation autour du point qu’il partage avec la première banane.
Les figures4.12g et 4.12h montrent l’ajout des contraintes de distance permettant
d’obtenir un système articulé qui n’est pas génériquement sur-contraint. Enfin, la
figure4.12i montre que l’ajout de la dernière contrainte finalise la seconde banane
mais rend le système génériquement sur-contraint. Notre algorithme de paramétri-
sation ne détectant pas ce fait, il consomme un degré de repère et calcule donc un
R-flot indiquant qu’il faut fixer six degrés de liberté au total.

4.4 Analyse de l’algorithme

4.4.1 Correction

L’algorithme4.1produit incrémentalement une paramétrisation combinatoire d’un
GCS. Nous montrons ici que leR-flot qu’il calcule est un couplage parfait dans le
graphe bi-parti (NX,NC + R′), où NX est l’ensemble des nœuds d’entité,NC l’en-
semble des nœuds de contrainte etR′ l’ensemble des nœuds de repère dont le degré
est non nul.

Nous commençons par montrer que l’algorithme4.1 produit bien unR-flot valide
maximal :

Théorème 9. Validité et maximalité desR-flots calculés par l’algorithme 4.1 :
SoitS = (C,X,A) un GCS. Le R-flot calculé en ajoutant toutes les entités géo-
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Figure 4.12 -Étapes du calcul d’une paramétrisation combinatoire de la
double-banane avec l’algorithme 4.1. Voir texte
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métriques de X et les contraintes de C en utilisant l’algorithme4.1 est valide et
maximal.

Démonstration:

LeR-flot initial est obtenu en ayant deux nœuds :ns etnp. Il n’y a aucun arc
entre ces nœuds, qui ne peuvent, par définition, pas être saturés. LeR-flot
est donc valide et maximal.

L’ajout d’une nouvelle entité géométrique est effectué en ajoutant le nœud
d’entité et le nœud de repère et en saturant le nœud de repère.Si leR-flot
était maximal et valide avant ajout de l’entité géométrique, il est toujours
maximal et valide après.

L’ajout d’une contraintec consiste en la recherche deddr(c) chemins amé-
liorants : la saturation des nœuds situés au milieu des chemins améliorants
est inchangée lors du retournement du chemin7 ; la saturation du dernier
nœud d’entité du chemin est inchangée puisque son degré de repère est dimi-
nué ; aprèsddr(c) retournements de chemins améliorants, le nouveau nœud
de contrainte est saturé. Si leR-flot était maximal et valide avant ajout de la
contrainte, il est toujours maximal et valide après.

L’ajout de contraintes et d’entités géométriques préservent la validité et la
maximalité duR-flot, qui est valide et maximal à l’initialisation. LesR-flots
calculés avec l’algorithme4.1sont donc valides et maximaux. �

Nous montrons également que l’algorithme4.4préserve la validité et la maximalité
d’unR-flot.

Théorème 10. Préservation de la validité et de la maximalité d’un R-flot par
l’algorithme 4.4 : SoitR un graphe deR-flux valide et maximal. L’utilisation de
l’algorithme 4.4 sur le grapheR pour une entité géométrique x dont le nœud de
repère n’est pas saturé préserve la validité et la maximalité deR.

Démonstration:

L’algorithme4.4procède par recherche d’un chemin améliorant et retourne-
ment de ce chemin.

La saturation des nœuds situés au milieu du chemin est inchangée lors du
retournement du chemin, puisque la valuation d’un arc est décrémentée et la
valuation de l’autre arc incrémentée.

La saturation du dernier nœud d’entité du chemin est inchangée puisque la
valuation de l’arc du côté initial est incrémentée et que la valuation de l’arc
le reliant à son nœud de repère est décrémentée.

7Voir par exemple la figure4.4ou la démonstration du théorème10
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La saturation du nœud d’entité dex est inchangée puisque la valuation de
l’arc du côté final est décrémentée et que la valuation de l’arc nx → rx est
incrémentée.

Les valuations duR-flot modifiées par l’algorithme4.4 concernent unique-
ment des nœuds du chemin améliorant. Les saturations des nœuds de ce
chemin sont inchangées. La validité et la maximalité duR-flot sont donc
préservées. �

Nous avons donc l’assurance que lesR-flots calculés avec nos algorithmes sont
valides et maximaux.

Considérons le graphe bi-partiB = (NX,NC ∪ Rs∪ Rp) avec
– NX l’ensemble des nœuds d’entité ;
– NC l’ensemble des nœuds de contrainte ;
– Rs l’ensemble des nœuds de repère saturés ;
– Rp l’ensemble des nœuds partiellement saturés (avec une valuation non nulle in-

férieure à la capacité de leurs arcs) ; pour tout nœudrx ∈ Rp, on a Cap(rx→ np) =
Val(nx→ rx) dansB.

Autrement dit,B est le graphe bi-parti entités-contraintes et repères, en retirant sim-
plement les nœuds de repère de degré nul et en baissant la capacité des arcs sortant
des nœuds de repère non saturés afin de simuler le fait qu’ils n’ont pas d’obligation
de saturation.

Nous pouvons alors prouver la correction de notre algorithme de paramétrisation.

Théorème 11. Correction de la paramétrisation combinatoirepar R-flot : Soit
S un GCSnon génériquement sur-contraint. UnR-flot deS calculé par l’algo-
rithme4.1est un couplage parfait du graphe bi-parti B deS.

Démonstration:

Nous savons, grâce aux théorèmes9 et 10 que lesR-flots calculés sont va-
lides et maximaux.

On sait donc, par définition d’unR-flot valide maximal8, que
– les nœuds d’entité sont saturés : la somme des valuations deleurs arcs

sortants est égale à la capacité de leur arc entrant ;
– les nœuds de contrainte sont saturés : la somme des valuations de leurs

arcs entrants est égale à la capacité de leur arc sortant.
Les nœuds de repère, quant à eux, ne sont pas nécessairement saturés. Tou-
tefois, la définition deB fait que les nœuds de repère de degré nul n’ont pas
été inclus. Quant aux nœuds de repère partiellement saturés, la capacité de
leur arc sortant dansB a été diminuée jusqu’à la valuation effective de leur

8Cf. déf.48p. 93
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arc entrant. Par conséquent, la valuation de leur arc entrant est égale à la
capacité de leur arc sortant : ils sont saturés dansB.
Tous les nœuds internes deB sont saturés : on a bien un couplage parfait.�

Pour unR-flot valide maximal donné d’unGCSS, considérons la fonction qui à
toute entité géométrique deS associe son degré de repère dans leR-flot. Sous l’hy-
pothèse que leGCSn’est pas génériquement sur-contraint, cette fonction estune
paramétrisation combinatoire deS, d’après le théorème de K̈-H [Die05] :

Théorème 12. Un système de contraintes géométriques est structurellement bien
contraint si et seulement si son graphe biparti admet un couplage parfait.

4.4.2 Complexité

La complexité de nos algorithmes se calcule comme suit. Considérons que l’on
dispose d’une méthode de comparaison de plusieurs chemins améliorants dont la
complexité est enO(P).

L’algorithme4.3 réalise une recherche en largeur d’abord dans le graphe. La com-
plexité d’une telle recherche estO(|C| + |X|) [Knu98]. Dans le domaine spécifique
de la résolution deGCS, |C| et |X| sont à peu près équivalents, de par l’impossibilité
d’avoir plus de degrés de contrainte que de degrés de liberté. La complexité dans le
pire des cas de l’algorithme4.3est doncO(2× d× |X|) – oùd est le nombre moyen
de degrés de liberté d’une entité géométrique – c’est-à-direO(|X|).

L’algorithme4.4 fait appel à l’algorithme4.3à une reprise. Il fait également appel
à la méthode de comparaison des chemins identifiés. La recherche dans la liste des
obligations de repère comporte au maximum|X| tests, dans la mesure où la liste ne
peut pas contenir plus d’éléments qu’il n’y a d’entités géométriques. La complexité
de l’algorithme4.4est donc enO(P+ 2|X|), c’est-à-dire enO(P+ |X|).

L’ajout d’une entité géométrique est réalisé en temps constant puisqu’il s’agit uni-
quement d’ajouter deux nœuds et de saturer leurs arcs.

L’algorithme4.2réaliseddr(c) utilisations de l’algorithme4.3et de la comparaison
de chemins pour ajouter la contraintec. Il est toutefois facile, lors de la program-
mation effective, de le transformer en une recherche des chemins améliorants et en
une sélection desddr(c) meilleurs chemins. La complexité de l’algorithme est donc
enO(|X| + ddr(c) × P).

L’algorithme 4.1 réalise|X| ajouts d’une entité géométrique et|C| ajouts de con-
trainte. Sa complexité est donc enO(|C|(|X| + dP)), avecd le nombre moyen de
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degrés de restriction d’une contrainte. Nous avons déjà vu que |C| et |X| étaient
bornés par le nombre de degrés de liberté duGCS, qui est, à un facteur près, égal à
|X|. La complexité dans le pire cas de l’algorithme4.1est doncO(|X|2 + |X|P).

Rappelons toutefois que notre algorithme fait l’hypothèse de non sur-constriction
générique duGCSet qu’il s’agit d’une hypothèse forte. Dans notre implémentation,
nous nous assurons du respect de cette hypothèse en utilisant la méthode du témoin9,
qui nécessite un calcul du rang de la matrice Jacobienne duGCS. La complexité de
ce calcul étantO(min(m,n)mn) – avecm le nombre de lignes etn le nombre de
colonnes – c’est-à-direO(m2n) et doncO(|C|2|X|) soit, dans le pire des cas,O(|X|3),
il domine la complexité de l’algorithme4.1.

9Cf. section2.2.2
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– Extrait deLe Cri d’Archimède, Arthur Koestler, roman-
cier hongrois

Au chapitre4, nous avons montré comment calculer unR-flot valide maximal à
partir d’unGCS. Nous avons déjà évoqué1 le fait qu’unR-flot peut être interprété
géométriquement sous la forme d’un repère. Dans ce chapitre, nous explicitons plus
précisément les interprétations possibles d’unR-flot : la section5.1 détaille com-
ment passer d’une paramétrisation sous forme deR-flot à une paramétrisation sous
forme de repère ; la section5.2 explique comment, sous quelles conditions et avec
quelles limites on peut déduire un plan de construction d’unR-flot ; à partir de ces
éléments, la section5.3présente des heuristiques de détermination de la qualité d’un
R-flot ; enfin, la section5.4détaille la problématique de l’interprétation numérique
d’un tel plan de construction.

1Voir par exemple les figures4.7, 4.8, 4.11et4.12.
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5.1 Interprétation géométrique d’un R-flot

Le R-flot indique, par les degrés de repère, combien de degrés de liberté doivent
être fixés pour les différentes entités géométriques. En revanche, il n’indique pas
directement comment s’interprète géométriquement ce retrait de degrés de liberté.

Lorsqu’un nœud de repère est saturé, l’entité géométrique correspondante doit être
entièrement fixée. L’interprétation est alors immédiate : les coordonnées de cette en-
tité géométriques doivent être données comme paramètres. Lorsqu’une entité géo-
métrique a un degré de repère nul, là aussi, l’interprétation est immédiate : les degrés
de liberté de cette entité sont tous consommés par des contraintes,i.e. cette entité
se construit à partir des contraintes sans qu’aucune de ses coordonnées n’ait à être
explicitement donnée. Si tous les degrés de repère sont nuls, cela signifie que le
système est bien contraintmodulol’identité.

Lorsqu’une entité a un degré de repère non nul mais qu’elle n’est pas saturée – elle
est restreinte – plusieurs interprétations sont possibles. Par exemple, dans le plan, si
le nœudnp correspondant à un pointp a un degré de repère de 1, on peut proposer,
comme interprétation immédiate, de fournir l’abscissexp de p ou son ordonnéeyp.

Si np est saturé de par un arcnc
1
−→ np, avecc une contrainte de distance avec un

point p′, une interprétation du degré de repère peut être que la direction de p à p′

doit être fournie : on est en effet dans le cas où le pointp est sur un cercle de centre
p′. Si c est une contrainte d’angle entre trois points, l’interprétation du degré de
repère peut être de fournir la distance entrep et le point médian du triplet.

De nombreuses autres interprétations sont possibles, et leur nombre va croissant
avec la taille de l’univers géométrique (dimension, contraintes considérées, entités
géométriques considérées). Il est important, au moment de la définition de l’univers
géométrique, de prendre en compte les différentes interprétations possibles de la
restriction d’une entité.

En outre, certaines interprétations sont préférables à d’autres. Nous détaillons ces
points plus tard2, mais il est possible d’ores et déjà de réaliser que certaines inter-
prétations peuvent mener à des échecs de construction géométrique. Ainsi, si l’on
interprète la restriction d’un degré de repère d’un pointp par la donnée de son abs-
cisse et quep est contraint par une contrainte de distance dek avec le pointp′, alors
toutes les valeurs dexp plaçantp à une distance dep′ supérieure àk mènent à un
échec de la construction. À l’inverse, interpréter la restriction comme la donnée de
la direction de la droite (pp′) ne peut en aucun cas échouer.

2Voir section5.4, p.126
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Figure 5.1 -Triangle invariant par similitude avec six contraintes
d’incidence et deux contraintes d’angle droite-droite ; a : esquisse ; b :

représentation de C d’un R-flot valide maximal.

De plus – là encore, nous détaillons ce point plus loin3 – une interprétation d’un
R-flot valide peut être unrepère sur-contraignant.

Définition 50. Repère sur-contraignant :SoitS = (C,X,A) etS′ = (C′,X′,A′)
deuxGCStels queS′ est bien contraintmodulol’identité et que X′∪A′ ⊆ X∪A.S′

est un repère sur-contraignant deS siS′ +BS′(S) est génériquement sur-contraint.

Dans notre cas, il s’agit d’une paramétrisation qui introduit des informations redon-
dantes et mène donc à un système génériquement sur-contraint (et sous-contraint
dans le cas probabilistiquement nul où il n’est pas sur-contraint). Par exemple,
considérons leGCSde la figure5.1 : il représente un système bien-contraintmo-
dulo les similitudes avec trois points et trois droites, contraints par six contraintes
d’incidence et deux contraintes d’angle. La figure5.1b donne, en utilisant la repré-
sentation de C, unR-flot valide maximal. Il indique qu’il faut fixer le pointp1

et restreindre les droitesd1 etd2.

Une interprétation de ceR-flot pourrait être de fournir les coordonnées dep1 et les
directions ded1 et ded2. Toutefois, l’angle entred1 etd2 étant contraint à une valeur
donnée, fournir les deux directions sur-contraint leGCS. Une autre interprétation –
valide quant à elle – est de fournir les coordonnées dep1, la direction ded1 et la
position, surd1, de l’intersection ded1 etd2.

Ce type de problèmes ne peut pas être détectéa priori par une analyse du graphe

3Voir section6.1, p.131
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deR-flux et requiert l’introduction de connaissances géométriques, par exemple à
travers un système à base de règles. Même cette approche n’est pas sans défaut si
les règles ne sont pas suffisantes. Nous expliquons à la section6.3 comment il est
possible d’étendre la méthode du témoin pour résoudre ces problèmes.

5.2 Déduction d’un plan de construction par blocs

De manière classique dans les travaux de résolution de systèmes de contraintes géo-
métriques à base de graphe [Hen92, LM96b], il est possible d’opérer une triangula-
risation par bloc duGCSet d’en déduire un plan de construction par blocs, à partir
du calcul d’un graphe réduit dont les arcs ne sont pas valués.Ce graphe réduit se
calcule à partir d’un graphe orienté que l’on déduit duGCS.

Définition 51. Graphe orienté non valué d’unR-flot : Un graphe orienté non
valué H(r) d’un GCSS se construit à partir du graphe deR-flux r deS :
– les nœuds de H(r) sont les nœuds de r, à l’exception de ns, np et des nœuds de

repère de degré 0 ;
– s’il y a un arc avec une valuation non nulle entre les nœuds n1 et n2 dans r, il y a

un arc bi-directionnel entre n1 et n2 dans H(r) ;
– s’il y a un arc avec une valuation nulle entre les nœuds nx et nc dans r, avec x

une entité géométrique et c une contrainte, il y a un arc orienté de nx vers nc dans
H(r).

La direction des arcs dans le graphe orienté non valué a une sémantique de dépen-
dance pour la construction : s’il y a un arc du nœud d’entiténx vers le nœud de
contraintenc, cela signifie que l’entité géométriquex devra être construite avant de
pouvoir utiliser la contraintec pour construire la ou les entité(s) contraintes parc
dont le nœud est lié ànc par un arc à valuation non nulle dans le graphe deR-flux.
Notons que la direction des arcs de la représentation de C donne cette même
sémantique.

À partir du graphe orienté non valuéH(r) d’unR-flot r, on peut construire ungraphe
réduit der en calculant les Composantes Fortement Connexes (CFCs) deH(r).

Définition 52. Graphe réduit d’un R-flot : Un graphe réduit H′(r) d’un GCSS
se construit à partir du graphe deR-flux r deS :
– les nœuds de H′(r) sont lesCFCsde H(r) ;
– s’il y a un arc du nœud n1 vers le nœud n2 dans H(r) et que n1 et n2 appartiennent

à deuxCFCsdifférentes, alors il y a un arc du nœud n′1 vers le nœud n′2 de H′(r),
avec n′i le nœud correspondant à laCFC de ni.
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Figure 5.2 -Graphe orienté non valué du R-flot de la figure 4.5f ; les
pointillés indiquent les CFCs et le graphe réduit

Le graphe réduit est un Graphe Orienté Acyclique (DAG) : s’il y a un cycle dans le
graphe réduit, cela veut dire qu’il y a uneCFCplus grande qu’un nœud du graphe,
ce qui est incompatible avec la définition du graphe réduit.

Là encore, les nœuds et les arcs ont une sémantique. La direction des arcs a tou-
jours la même sémantique : celle de la dépendance pour la construction. LesCFCs
de H(r), qui deviennent des nœuds dansH′(r), ont quant à elles la sémantique de
la nécessité d’une construction atomique. En effet, l’existence d’un cycle passant
par deux nœuds deH(r) indique que les nœuds en question doivent être utilisés
simultanément dans la construction : il n’est pas possible de déterminer un ordre
de construction avec leR-flot. Autrement dit, si les solveurs considérés ne sont pas
capables de résoudre lesCFCs, cela signifie que le graphe réduit ne permet pas
le calcul d’un plan de construction satisfaisant. Lorsque plusieurs entités géomé-
triques font partie de la même composante connexe, on obtient donc un plan de
construction par blocs.

La figure5.2montre le grapheH(r) avecr leR-flot de la figure4.5f. Les pointillés
indiquent lesCFCset permettent donc de visualiser égalementH′(r). Ce graphe
réduit indique le plan de construction suivant :

1. fixer le pointp1

2. fixer la directionp1p2 (appelons-lav1)

3. construirep2 comme l’intersection d’un cercle de centrep1 et de la droite de
directionv1 passant parp1

4. fixer la directionp1p4 (appelons-lav2)

5. construirep4 comme l’intersection d’un cercle de centrep1 et de la droite de
directionv2 passant parp1

6. construirep5 comme l’intersection d’un cercle de centrep2 et d’un cercle de
centrep4

7. fixer la directionp5p3 (appelons-lav3)

8. construirep3 comme l’intersection d’un cercle de centrep5 et de la droite de
directionv3 passant parp5
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5.3 Qualité d’un R-flot

À partir des éléments fournis plus haut, nous pouvons établir certains critères de
qualité d’unR-flot, en fonction de ce que l’on peut en déduire. Nous explicitons
ainsi la notion de stratégie rapidement abordée dans les algorithmes4.2et4.44.

5.3.1 Plan de construction

À un mêmeGCSon peut associer plusieursR-flux. Il n’y a donc pas un unique
graphe réduit par système et donc plusieurs plans de construction sont calculables
pour un mêmeGCS.

Or, certains des plans de construction peuvent être par blocs, c’est-à-dire nécessiter
la résolution atomique, par un solveur externe, d’un sous-système à plusieurs entités
géométriques.

La figure5.3montre deux fois la même esquisse d’un pentagone rigide, avec deux
repères différents (a et b). Elle montre également, avec la représentation de C,
les graphes orientés non valués correspondants (c et d). On y voit que le repère de
la figure5.3a induit un plan de construction strict, puisque le graphe orienté non
valué de la figure5.3c n’a aucuneCFC contenant plusieurs entités géométriques.
En revanche, le repère de la figure5.3b induit le graphe de la figure5.3d, dans
lequel un cycle créé uneCFC contenantp3, p4 et p5. Le plan de construction par
blocs indique qu’après avoir fixép1 et la directionp1p2, on construitp2 puis qu’il
faut, d’un coup, construirep3, p4 et p5 à partir des distancesp1-p5 et p2-p3.

Un premier critère de qualité d’unR-flot est donc la possibilité d’en déduire un
plan de construction strict. Il existe toutefois des systèmes pour lesquels il n’existe
aucunR-flot permettant la déduction d’un plan de construction strict. Ainsi, si l’on
considère l’hexagoneK3,3 de la figure1.125, on peut lui associer quatreR-flots dif-
férents6, représentés à la figure5.4, menant tous à l’existence d’un plan de construc-
tion par blocs. Il est possible de les ordonner par la taille du sous-système à résoudre
atomiquement, mais il reste toujours un tel sous-système à au moins quatre entités
géométriques.

4Cf. pp.99et101
5Cf. p. 30
6Il y a bien évidemment plus de quatreR-flots possibles, mais de par le fait que les triplets de

points non connectés (dans le graphe de contrainte) ont les mêmes caractéristiques, les autresR-flots
sont tous identiques à l’un des quatreR-flots de la figure5.4, à un renommage près



Qualité d’unR-flot 121
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Figure 5.3 -Deux R-flots pour un même GCS, l’un menant à un plan de
construction strict (c) et l’autre à un plan de construction par blocs (d).
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a b

c d

Figure 5.4 -Représentation de C des quatre R-flots possibles pour le
GCS de la figure 1.12 : les autres R-flots possibles sont isomorphes à l’un

de ces quatre R-flots (cf. note 6) ; les pointillés indiquent les CFCs
contenant plusieurs entités géométriques.
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p1 p2

p3

p4 p5

p1 p2

p3

p4 p5
a b

Figure 5.5 -Représentations de C des R-flots de la figure 4.7 (a) et de
la figure 4.8 (b)

5.3.2 Validité des paramètres

Les figures4.7et4.87 donnent deux repères différents d’un mêmeGCS. Nous don-
nons, à la figure5.5, une représentation de C desR-flots correspondants8.

Dans un cas, le repère est constitué d’un point et de trois directions, dans l’autre de
deux points et d’une direction. Bien que les deux repères soient géométriquement
valides, les chances d’échouer à construire une solution numérique à partir des va-
luations des paramètres sont plus grandes avec le repère de la figure5.5b : si les
paramètres fournis font que les points fixés (p1 et p3) sont trop éloignés et/ou si la
directionp1p2 fait que les pointsp2 et p3 sont trop éloignés, alors la construction du
point p5 est impossible et, donc, celle dep4 également. Si cette construction échoue,
l’ensemble des cinq paramètres (xp1, yp1, vp1p2, xp3, yp3) doit être remis en question.
Avec leR-flot de la figure5.5a, les pointsp1, p2 et p4 peuvent être construits pour
n’importe quelle valuation des paramètres du repère et un échec est uniquement pos-
sible à la construction dep5 si les pointsp2 et p4 sont trop éloignés, ce qui signifie
que seuls deux paramètres (la directionp1p2 et p1p4) sont à remettre en question.

En étudiant des exemples, nous avons mis au point plusieurs heuristiques pour éviter
lesR-flots menant à des risques de valuations invalides des paramètres :

1. pénaliser lesR-flots avec plusieurs nœuds de repère saturés et, au contraire,
favoriser lesR-flots où les degrés de repère peuvent être interprétés dans le
contexte des contraintes terminant de saturer l’entité géométrique ;

2. favoriser lesR-flots qui induisent un plan de construction où les éléments de
repère sont utilisés « tôt » dans la construction ;

3. favoriser lesR-flots menant à des constructions n’échouant que dans les cas
dégénérés (e.g.la construction d’une droite passant par deux points n’échoue

7Cf. p. 104
8La figure5.5a est en fait une copie de la figure4.2
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que si les deux points sont confondus) par rapport à ceux menant à des cons-
tructions susceptibles d’échouer de par les valeurs des paramètres (e.g. l’in-
tersection d’un cercle et d’une droite qui n’est pas contrainte à passer par un
point à l’intérieur du cercle).

La logique des deux premières heuristiques est de permettreaux constructions géo-
métriques d’adapter la solution aux paramètres fournis parl’utilisateur. La première
a l’avantage d’éviter les repères où plusieurs points sont fixés, ce qui implique vir-
tuellement l’ajout de contraintes de distance entre ces points. Il faut y préférer des
repères où des directions sont fixées, c’est-à-dire virtuellement ajouter des angles.
Dans la mesure où les contraintes d’angle sont invariantes sous l’action des simili-
tudes, elles réduisent moins les libertés du système que descontraintes de distance,
dont le plus grand groupe d’invariance est les déplacements.

Concernant l’heuristique2, nous définissons la précocité d’utilisation d’un élément
de repère comme suit :

Définition 53. Degré de précocité d’un élément de repère dansun graphe ré-
duit : Soient r unR-flot et D leDAGdu graphe réduit de H′(r). Le degré de préco-
cité d’un nœud de repère rx lié au nœud nx est la longueur du plus long chemin dans
D reliant un nœud de repère ry à nx, rx et ry n’étant pas nécessairement distincts.

Le degré de précocité d’un nœud correspond à son rang dans le tri topologique du
graphe dont les sommets sont ceux duDAG du graphe réduit deH′(r) et dont les
arcs sont les symétriques des arcs duditDAG. Nous calculons ce degré de précocité
au moyen de l’algorithme5.1qui propage le degré de précocité à partir des nœuds
de repère. Dans cet algorithme, on considère que chaque nœuddu DAG dispose
de deux étiquettes entières :p, son degré de précocité etv, qui compte le nombre
de parents du nœud qui ont obtenu leur degré de précocité définitif. On note p[x])
(resp.v[x]) l’étiquettep (resp.v) du nœudx. Rappelons que de par la présence dans
le graphe réduit d’un nœud unique pour représenter uneCFCdu graphe orienté non
valué, un nœud peut avoir plusieurs nœuds de repère parents.

Cet algorithme parcourt chaque nœud du graphe réduit une foisdans la première
boucle (ligne2), une seconde fois dans la seconde boucle (ligne6). La boucle im-
briquée (ligne8) parcourt chaque arc du graphe réduit une et une seule fois. La
complexité de l’algorithme est donc enO(|V| + |E|) avecV l’ensemble des nœuds
du graphe réduit etE l’ensemble des arcs. Sachant que|V| ≤ ddl(S) et |E| ≤ ddr(S)
et puisque dans le cas non sur-contraint,ddr(S) < ddl(S), cet algorithme est dans
le pire des cas enO(ddl(S)).
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Entrées:
D : plan de construction (DAG)// strict ou par blocs

Résultat :
D avec les nœuds étiquetés par leur précocité

P← pile vide
2 pour chaquenœud n de Dfaire

v[n] ← 0
p[n] ← 0
si n est un nœud de repèrealors push(P,n)

6 tant que P n’est pas videfaire
n← pop(P)

8 pour chaquenœud x fils de n dans Dfaire
v[x] ← v[x] + 1
p[x] ← max(p[x], p[n] + 1)
si v[x] est égal au nombre de parents de xalors push(P, x)

pour chaquenœud de repère rfaire
p[r] ← p[n] − 1 avecn le nœud fils der

Algorithme 5.1: Calcul du degré de précocité des nœuds de repère dans un
plan de construction

5.3.3 Stratégies de calcul de R-flots

Avec les éléments de qualité d’unR-flot évoqués en5.3.1et5.3.2, on peut élaborer
des stratégies de calcul deR-flots. Dans les algorithmes4.2 et 4.4, ces stratégies
sont utilisées pour le choix du chemin améliorant et, donc, dans le choix de la para-
métrisation.

De par notre incapacité à donner plus d’importance à l’une des heuristiques de la
section5.3.2qu’à une autre et donc à établir une mesure de qualité globale, nous
avons opté pour une comparaison multi-critère utilisant les fronts de P9, c’est-
à-dire un ordre partiel dans lequel unR-flot est meilleur qu’un autre s’il obtient un
meilleur score sur l’ensemble des heuristiques considérées. S’il n’est pas possible
d’ordonner deuxR-flots, ils sont considérés comme de même qualité.

Il n’y a qu’un critère de qualité qui, d’après nous, est prioritaire sur les autres :
lorsqu’unR-flot induit un plan de construction par blocs, il est considéré comme de
moins bonne qualité qu’unR-flot menant à un plan de construction strict.

9Ainsi nommés en l’honneur de V. P, qui en introduisit la notion dans le contexte de la
théorie économique [Par09].
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Notons que notre notion de stratégie de choix est loin d’êtreidéale, car elle peut me-
ner à desmaximalocaux : en effet, nous considérons à chaque ajout de contrainte le
meilleur chemin possible à partir duR-flot calculé au précédent ajout de contrainte.
Il est possible que certains excellentsR-flots ne soient accessibles qu’en passant,
dans les étapes intermédiaires, par desR-flots de mauvaise qualité. Un calcul ex-
haustif de tous lesR-flots serait trop coûteux.

Il est important de garder en tête que notre notion de stratégie est basée sur des
heuristiques et qu’il est possible de trouver des exemples où elles ne mènent pas à
unR-flot satisfaisant. Heureusement, dans la grande majorité des cas10, les valeurs
des paramètres prises sur l’esquisse mènent à des constructions valides, même avec
desR-flots considérés comme déconseillés par nos heuristiques.Dans les cas où les
valeurs prises sur l’esquisse ne sont pas bonnes non plus, des méthodes numériques
permettent de calculer de nouvelles valeurs à partir des valeurs de l’esquisse.

En outre, il faut également garder à l’esprit que la qualité sémantique duR-flot, en
tant que retour visuel pour l’utilisateur sur les libertés du système, est importante.
Cette qualité est quant à elle difficile à mesurer sans ajouter d’information sur la sé-
mantique des sous-systèmes, par exemple au moyen defeatures[HJA98, OSMA01,
SOZA06]. Des paramétrisations considérées comme de bonne qualitépar nos heu-
ristiques sont en réalité inadaptées par rapport aux besoins de l’utilisateur. Ainsi, le
R-flot représenté à la figure4.11d11 est un excellentR-flot d’après nos heuristiques,
mais son utilité en tant que retour utilisateur est faible. Les figures4.11e ou 4.11i
donnent desR-flots de moindre qualité d’après nos heuristiques, mais plus utiles
pour l’utilisateur : le premier indique que l’hexagone du dessus a toujours 6 degrés
de liberté, la seconde indique que la position de l’hexagonesupérieur est entière-
ment déterminée par la position de l’hexagone inférieur et par les longueurs des six
cylindres hydrauliques.

5.4 Interprétation numérique

Resituons tout d’abord l’interprétation numérique d’unR-flot dans notre processus
général de résolution12. L’algorithme4.1 fournit unR-flot duquel nous déduisons
une paramétrisation duGCS(étape1). Le GCSet sa paramétrisation sont fournis à
un algorithme qui en déduit un plan de construction, strict ou par blocs (étape2).
Dans cette section, nous discutons l’étape3 : l’interprétation numérique du plan de
construction.

10... que nous avons essayés ...
11Cf. p. 107
12Cf. p. 88
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p1 p2
p3

p4

p5

p6

k1

k2

k3

k4

k5

k6

k7

unknowns

p1, p2, p3, p4, p5, p6

parameters

k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7

constraints

dist_pp(p1, p3, k1)

dist_pp(p1, p2, k2)

dist_pp(p3, p4, k3)

dist_pp(p4, p5, k4)

dist_pp(p2, p5, k5)

dist_pp(p5, p6, k6)

dist_pp(p6, p7, k7)

on_pl(p2, line(p1, p3))

Figure 5.6 -Pentagone articulé fait de deux chaînes fermées
entre-mêlées avec six points, sept distances et une incidence

point-droite : esquisse (à gauche) et énoncé (à droite). Le repère indiqué
sur l’esquisse est une interprétation géométrique du R-flot de la figure 5.7.

5.4.1 Interprétation numérique du plan de construction

Considérons l’exemple5.6 : il s’agit d’un pentagone articulé (p1p3p4p5p6) avec
un point supplémentaire (p2) sur un des segments (p1p3), avec une barre rigide
entre ce point supplémentaire et le point opposé (p5). Cette barre crée deux chaînes
fermées (p1p2p5p6 et p2p3p4p5). La figure5.7 donne une représentation de C
d’unR-flot valide maximal pour ceGCS, dont une interprétation géométrique est le
repère représenté sur la figure5.6. À partir de ceR-flot, on peut établir le plan de
construction fourni à la table5.1.

p1

p2

p3

p4p5p6

line(p1, p3)

Figure 5.7 -Un R-flot valide maximal pour le GCS de la figure 5.6
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Tableau 5.1 -Plan de construction déduit du R-flot de la figure 5.7
1. fixer p1

2. fixer la directionp1p3

3. cerclec1 = mk-circle(p1, k1)

4. droited1 = mk-line(p1,
−−−→p1p3)

5. p3 = inter-cl(c1, d1)

6. droited = inc-pp(p1, p3)

7. cerclec2 = mk-circle(p1, k2)

8. p2 = inter-cl(c2, d)

9. fixer la directionp2p5

10. droited2 = mk-line(p2,
−−−→p2p5)

11. cerclec3 = mk-circle(p2, k5)

12. p5 = inter-cl(c3, d2)

13. cerclec4 = mk-circle(p3, k3)

14. cerclec5 = mk-circle(p5, k4)

15. p4 = inter-cc(c4, c5)

16. cerclec6 = mk-circle(p1, k7)

17. cerclec7 = mk-circle(p5, k6)

18. p6 = inter-cc(c6, c7)
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Quatre paramètres doivent être fournis : les deux coordonnées du pointp1 pour
l’étape1, la directionp1p3 pour l’étape2 et la directionp2p5 à l’étape9. En pre-
nant comme valeurs pour ces paramètres celles de l’esquisse, on a la directionp1p3

horizontale et à peu près orthogonale à la directionp2p5.

Certaines étapes du plan de construction ont plusieurs solutions. Ainsi, l’étape8
consiste en l’intersection d’un cercle avec une droite passant par le centre de ce
cercle, ce qui signifie qu’il y a deux solutions. De façon similaire, l’étape15consiste
en l’intersection de deux cercles : il peut y avoir deux, une ou aucune solutions.

Interpréter numériquement le plan de construction revientdonc à traverser unDAG,
avec un niveau par étape, une unique racine à l’étape1 et un fils par possibilité de
construction pour chaque nœud. La question de la recherche d’un chemin dans ce
DAG menant à des solutions proches visuellement de l’esquisse aété étudiée par
B et S [BS03], E et al. [EV01, EVSD00a, EVSD00b, EVSMD03],
S et al. [SAZK06] et van der M et B [vdMB05, vdMB06].

5.4.2 Échecs d’une construction

Selon la paramétrisation et son interprétation géométrique, certaines étapes de l’in-
terprétation numérique du plan de construction peuvent échouer.

Ainsi, considérons les étapes15 et 18 du plan de construction de la table5.1. Les
deux constructions dépendent directement des directions données en paramètre,
puisque l’angle∠(−−−→p1p3,

−−−→p2p5) change les positions relatives des deux centres des
cercles à intersecter. Ainsi, selon les valeurs associées aux contraintes de distance
(k1 à k7 et en particulier les paramètresk3 à k7), certaines valeurs de cet angle
peuvent mener à un échec de la construction,e.g.si k6+k7 < k5 et que les directions
p1p3 et p2p5 sont orthogonales.

Dans un tel cas, la partie du solveur chargée de l’interprétation du plan de construc-
tion peut fournir une mesure d’erreur. Pour l’exemple mentionné ci-dessus, en cas
d’erreur à l’étape18 parce que les cerclesc6 (de centrep1 et de rayonk7) et c7 (de
centrep5 et de rayonk6) ne s’intersectent pas, la mesure d’erreur est la plus courte
distance entrec6 etc7 (i.e. |−−−→p1p5| − (k7 + k6)).

En traversant leDAG de construction à partir de l’étape qui échoue jusqu’à la racine,
le solveur construit la liste des paramètres de repèrer1, . . . , rn qui affectent la mesure
d’erreur. Il est alors possible de considérer une fonction d’erreurd(r1, . . . , rn) et de
chercher des valeurs telles qued(r1, . . . , rn) ≤ 0. Pour cela, une application de la
méthode de N-R est possible.
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Avec les nouvelles valeurs, nous réinterprétons le plan de construction. Si un nouvel
échec apparaît, nous recommençons le processus de trouver les paramètres à modi-
fier et de calculer de nouvelles valeurs pour modifier la valeur d’erreur. Il faut alors
vérifier, au fur et à mesure des itérations de N-R, que les fonctions
d’erreur considérées dans les étapes précédentes ne reprennent pas une valeur posi-
tive. Dans notre exemple, cela peut arriver par exemple sik7+k6 < k5 etk3+k4 < k5 :
corriger la directionp2p5 pour éviter un échec à l’étape15peut mener à un échec à
l’étape18et inversement.

L’approche de rattrapage numérique à partir des valeurs de l’esquisse demande à
être approfondie pour éviter ce type d’erreurs. Une approche plus globale afin d’évi-
ter desminimalocaux13 serait également à envisager.

13Par exemple en s’inspirant des travaux de J-A et al. [JALSR02, JALSR03, LBYJA04,
LSRGJA05] sur les algorithmes génétiques
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Ce qui fait d’un problème un problème, c’est de contenir
une contradiction
– José Ortega y Gasset, philosophe et homme politique es-
pagnol

L’algorithme de paramétrisation combinatoire incrémental décrit au chapitre4 part
de l’hypothèse forte que leGCSà résoudre n’est pas génériquement sur-contraint.
Ce chapitre rappelle brièvement quels sont les différents cas où une sur-constriction
peut apparaître dans nos algorithmes (section6.1) et montre que les approches
connues dans la littérature ne sont pas directement appliquables à ces problèmes
(section6.2). Enfin, nous proposons des extensions de la méthode du témoin (sec-
tion 6.3) pour résoudre ces problèmes.

6.1 Éléments de problématique

Trois problèmes importants de sur-constriction se posent avec notre démarche :
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1. l’ajout d’une contrainte peut mener à la sur-constriction de tout ou partie du
GCS,

2. une mauvaise interprétation duR-flot peut mener à sur-contraindre le système
en fixant deux éléments dépendants,

3. certaines valuations des paramètres de repère peuvent empêcher l’existence
de solutions.

Les deux premiers sont des problèmes de sur-constriction générique et nous propo-
sons des solutions plus loin. Concernant le troisième, que nous venons d’évoquer
en section5.4.2, nous l’abordons à nouveau parmi les perspectives de nos travaux1.

6.1.1 Contraintes redondantes

Au chapitre4 et tout particulièrement à la section4.3.3, nous avons montré que
l’algorithme incrémental de paramétrisation2 est sensible à la sur-constriction gé-
nérique : il ne permet pas de détecter l’ajout d’une contrainte redondante avec les
contraintes déjà connues.

Ce problème se pose avec des systèmes élémentaires. Par exemple, la figure6.1a
montre unGCScomposé de deux points et de deux contraintes. Les figures6.1b
et6.1c montrent comment se comporte notre algorithme de paramétrisation à l’ajout
de la seconde contrainte. Une autre possibilité de modification duR-flot serait de
retourner la première contrainte de distance et d’obtenir une paramétrisation où les
deux points sont restreints mais aucun n’est fixé.

6.1.2 Repère sur-contraignant

Les théorèmes11 et 12 nous assurent qu’à toutR-flot valide maximal d’un sys-
tème non génériquement sur-contraint on peut associer une interprétation géomé-
trique valide. Rappelons toutefois, comme nous l’avons indiqué à la section5.1,
sur l’exemple de la figure5.1, que toutes les interprétations géométriques d’unR-
flot valide maximal ne sont pas valides. Dans cet exemple, unR-flot pour un sys-
tème bien-contraintmoduloles similitudes consiste notamment à restreindre d’un
degré de liberté chacune des deux droites. L’interprétation consistant à fixer la di-
rection de ces deux droites sur-contraint génériquement leGCS, puisque dans un
système bien-contraintmodulo les similitudes, tous les angles entre deux droites
sont connus.

1Cf. p. 191
2Cf. algorithmes4.1et4.4pp.97et101
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Figure 6.1 -Système génériquement sur-contraint à deux points et deux
distances : esquisse (a) ; R-flot avant ajout de la seconde contrainte (b) ;
R-flot après ajout de la seconde contrainte (c – les pointillés indiquent les

modifications).

Un autre exemple est celui de la figure6.2b, qui donne unR-flot maximal valide
pour unGCSreprésentant un triangle rigide dans le plan. CeR-flot indique qu’il faut
restreindre chacun des trois points d’un degré de liberté. Une interprétation possible
serait de fournir comme paramètre les abscisses des trois points. Toutefois, dans
la mesure où leGCSest rigide, fournir l’abscisse de deux points rend le système
bien-contraintmoduloles translations selon l’axeOy. L’information de la troisième
abscisse est donc redondante.

6.2 Problématique nouvelle

La littérature regorge de méthodes visant à détecter la sur-constriction générique
d’un GCS3 et un grand nombre d’entre elles concernent des méthodes de graphe et
de flux. Dans cette section, nous expliquons pourquoi ces techniques de détection
de la sur-constriction générique ne fonctionnent pas dans un graphe deR-flux.

Les méthodes de la littérature travaillant sur des graphes sont basées sur l’hypo-
thèse de rigidité duGCS. Dans la mesure où leGCSdoit être rigide, ces méthodes
peuvent comptabiliser les degrés de liberté du système ou deses sous-systèmes
pour rechercher l’existence d’un sous-système ne satisfaisant pas la caractérisation
de L4. Elles peuvent également chercher à poser des repères pour les déplace-
ments en fixant une barre rigide en 2D ou deux barres avec un point commun en

3Cf. section2.2.4p. 55
4Cf. p. 32
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a b

Figure 6.2 -Triangle rigide en 2D : esquisse (a – copie de la figure 1.11) et
un R-flot valide maximal sous représentation de C (b)

3D.

Avec la suppression de cette hypothèse, nous perdons la possibilité de facilement
détecter la sur-constriction générique. Les méthodes de H et al. [HSY04],
N et al. [NDB98], J et al. [JNT02, JNT03] sont inopérantes dans cette
situation. En outre, contrairement à ce que l’on pourrait penser à première vue, une
généralisation de l’approche de H [Hen92] ne fonctionne pas non plus.
Nous détaillons ici les raisons de cet échec.

Le principe de la méthode de H est de simuler la donnée d’un repère
pour les déplacements en fixant un point et en restreignant d’un degré de liberté un
second point, lié au premier par une contrainte de distance.Une fois ce repère posé,
on calcule un flux maximal. Par définition d’un repère pour lesdéplacements, si le
système est rigide on doit pouvoir trouver un flux maximal valide pour n’importe
quel repère. La méthode de H consiste à considérer que si le système
est sur-contraint, il existe au moins un repère tel qu’on ne pourra pas trouver un
flux maximal valide. La figure6.3illustre cette approche avec un exemple de repère
qui mène à l’impossibilité de trouver un flux valide : l’arêtepointillée ne peut être
orientée sans sur-saturer un nœud du graphe.

Nous montrons que la généralisation de l’approche de H aux graphes
deR-flux se heurte à la fois à des faux positifs (systèmes considérés comme bien
contraints alors qu’ils sont sur-contraints) et à des faux négatifs (systèmes considé-
rés comme sur-contraints alors qu’ils sont bien contraints).

Une extension visant à garder l’idée de poser tous les repères pour les déplace-
ments pourrait classer comme sur-contraint un système invariant par translation, par
exemple. En effet, la pose d’un repère pour les déplacements sur une barre connec-
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Figure 6.3 -Détection de la sur-constriction générique par la méthode de
H : l’arête en pointillés ne peut être orientée sans sur-saturer un

nœud du graphe.

tée à un point déjà restreint par l’utilisateur mènera à une sur-constriction de ce
segment.

La généralisation en 3D de cette méthode conduit à des faux positifs, puisque la
méthode permet la détection de sous-graphes àn nœuds et plus de 2n− 3 arêtes. En
3D, elle consisterait à chercher des sous-graphes àn nœuds et plus de 3n−6 arêtes et
est donc piégée par les autres cas de sur-constriction, comme la « double-banane5 ».

Une généralisation de la méthode pourrait alors consister àne pas se limiter à des
repères pour les déplacements posés sur deux points connectés par une contrainte,
mais à tester tous les repères possibles. Tout d’abord, ceciest infaisable dans la pra-
tique : il s’agit en effet de tester toutes les possibilités de fixerddl(S) − ddr(S c) de-
grés de repère parmi lesddl(S) degrés de liberté, c’est-à-dire qu’il y a6 Cddl(S c)−ddr(S)

ddl(S)
combinaisons. Dans un exemple aussi petit que la « double-banane », cela repré-
sente déjà24!

6! possibilités, soit un peu plus de 8,6 × 1020 paramétrisations à tester,
ce qui rend le test sur ce système infaisable.

En outre, avec la disparition de l’hypothèse de rigidité, cette extension de la mé-
thode de H aux graphes deR-flux ne fonctionne pas en 2D. En effet, en
l’absence de cette hypothèse, le nombre de degrés de repère àfixer n’est plus né-
cessairement 3, il est quelconque. La figure6.4montre ainsi un système 2D généri-
quement sur-contraint pour lequel toutes les paramétrisations permettent de trouver
unR-flot valide maximal. Il s’agit là d’un cas de faux positif.

À l’inverse, il y a un risque de classer comme sur-contraint un GCSqui n’est pas
génériquement sur-contraint (cas de faux négatif) si l’on place trop de degrés de

5Cf. figure1.14p. 34
6Modulo la possibilité d’identifier certaines symétries
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Figure 6.4 -Représentation de C des trois paramétrisations possibles
du GCS génériquement sur-contraint de la figure 6.1a : elles sont toutes

valides.

a b

Figure 6.5 -Système 2D non sur-contraint avec des paramétrisations
invalides ; a : esquisse ; b : représentation de C d’une paramétrisation
invalide : les deux points de gauche sont saturés alors que la contrainte

les liant n’est pas prise en compte.

repère dans un même sous-système. C’est le cas, par exemple, àla figure6.5.

Une approche visant à corriger ce problème serait de considérer une construction
incrémentale de la paramétrisation : après chaque ajout d’un degré de repère sur un
nœud, si ce nœud est devenu saturé, on oriente tous ses arcs non encore orientés. On
interdit alors d’ajouter un degré de repère sur un nœud déjà saturé. Cela permettrait
notamment de faire baisser le nombre de combinaisons à essayer. La figure6.6
montre toutefois que cette évolution de l’algorithme n’estpas suffisante : les étapes
b et c montrent l’ajout de degrés de repère et l’orientation des arcs au fur et à
mesure que des nœuds sont saturés. À la fin de l’étapec, les deux nœuds médians
sont restreints mais non saturés, mais si on en sature un par un degré de repère
supplémentaire, on arrive à unR-flot non valide. La figure6.6d montre l’une de ces
deux paramétrisations invalides.

Là encore, on pourrait être tenté de penser que le passage de la figure6.6c à la
figure6.6d pourrait être empêché en calculant un flux maximal à chaque ajout d’un
degré de repère. En effet, on détecterait ainsi, comme on le voit à la figure6.7, qu’à
part la barre rigide de droite, tout le système est déterminéet qu’il est donc interdit
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a b

c d

Figure 6.6 -Construction incrémentale d’une paramétrisation non valide
d’un système 2D non sur-contraint ; a : graphe de contrainte (chaque trait
représente une contrainte de distance ; b : fixation de 2 degrés de repère ;
c : fixation d’un degré de repère supplémentaire ; d : la fixation d’un degré

de repère supplémentaire mène à la sur-constriction du point inférieur
gauche.
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Figure 6.7 - Interdiction d’une
paramétrisation

sur-contraignante par calcul
incrémental d’un flux maximal

Figure 6.8 -Contre-exemple
de la démarche illustrée à la

figure 6.7

d’ajouter un degré de repère comme cela est fait à la figure6.6d. La figure6.8
montre toutefois qu’une telle approche ne permet pas de détecter la sur-constriction
générique d’exemples simples qu’H sait détecter : une fois deux degrés
de repère fixés, il est possible de calculer un flux menant à croire que la partie droite,
en réalité sur-contrainte, est déterminée.

Dans ce dernier exemple, la partie sur-contrainte est limitée à uneCFC. Malheu-
reusement, ce n’est pas non plus un critère de détection des sous-systèmes sur-
contraints : des exemples comme l’hexagoneK3,3 de la figure1.127 existent, qui
sont faits d’uneCFCquelle que soit la paramétrisation et qui, pourtant, ne sontpas
génériquement sur-contraints.

6.3 Extensions de la méthode du témoin

La section précédente ne prouve pas qu’il est impossible de détecter les systèmes
génériquement sur-contraints combinatoirement dans un graphe deR-flux, mais elle
montre qu’une adaptation des approches classiques n’est pas triviale. En outre, les
techniques de la littérature ne concernent absolument pas les problèmes d’interpré-
tation géométrique sur-contraignante évoqués à la section6.1.2.

Nous proposons ici deux extensions de la méthode du témoin8 qui permettent de
résoudre les problèmes des sections6.1.1et6.1.2. Dans notre implémentation, nous
faisons appel à cette extension lors du calcul d’unR-flot et pour vérifier qu’une

7Cf. p. 30
8Cf. section2.2.2p. 52
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interprétation géométrique donnée n’est pas sur-contraignante.

6.3.1 Détection incrémentale de contraintes redondantes

Comme nous l’avons vu au chapitre29, l’interrogation du témoin permet de détec-
ter des redondances dans un ensemble de contraintes en comparant le nombre de
degrés de restriction et le rang de la matrice Jacobienne. Lacomplexité algorith-
mique de cette interrogation est celle du calcul du rang d’une matrice, c’est-à-dire
O(min(m,n)mn), avecm le nombre de lignes de la matrice (nombre total de de-
grés de restriction duGCS) et n le nombre de colonnes de la matrice (nombre total
de degrés de liberté duGCS). Comme le nombre de degrés de restriction ne peut
être supérieur au nombre de degrés de liberté, la complexitédans notre cas est en
O(m2n).

Sous l’hypothèse que l’on dispose d’un témoin, il est donc possible de détecter
l’ajout d’une contrainte redondante en interrogeant le témoin à chaque nouvelle
contrainte ajoutée : si le rang n’a pas changé, la nouvelle contrainte est redon-
dante et, par définition, il y a sur-constriction générique.La complexité d’une telle
démarche serait toutefois élevée :O(Σm

i=0(min(i,n)in)). Sachant quem ≤ n, on a
min(i,n) = i,∀i ∈ [0,m] et doncΣm

i=0(min(i,n)in) = Σm
i=0(i

2n) = (2m+1)(m+1)m
6 n. La

complexité est donc enO(m3n). Il est toutefois possible d’identifier incrémentale-
ment l’ensemble des contraintes redondantes sans augmentation du coût par rapport
à une unique interrogation du témoin.

En effet, considérons unGCSS non génériquement sur-contraint. Effectuer une
élimination de G-J10 sur la matrice Jacobienne évaluée en le témoin mène
à une forme échelonnée réduite c’est-à-dire à une matriceJ′ = (IP) avec
– I une matrice diagonalem×m;
– P une matricem× f , avec f = n−m le nombre de degrés de liberté duGCS.
Considérons maintenant unGCSS′ avecS ⊂ S′. Afin de savoir siS′ est générique-
ment sur-contraint, il suffit d’ajouter incrémentalement àS les entités géométriques
et les contraintes11 deS′ −S et d’effectuer une élimination de G-J à nou-
veau.

Dans la mesure où la matriceI avant ajout est diagonale, le nombre maximal d’opé-
rations est 2×min(m,n) × f : pour chaque ligne deI , chaque élément non nul deP

9Cf. section2.2.2p. 52
10Ou toute autre méthode permettant de calculer une base d’unematrice comme, par exemple, le

procédé de G-S, qui a la même complexité que l’élimination de G-J.
11En s’assurant qu’une contrainte ne peut être ajoutée que si les entités géométriques qu’elle

concerne sont toutes dans leGCS
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doit être multiplié et ajouté à la nouvelle ligne. Le nombre réel d’opérations est en
fait bien plus petit, dans la mesure où le nombre d’éléments nuls de la nouvelle ligne
est élevé, une contrainte ne concernant en général qu’une faible partie des entités
géométriques.

En procédant incrémentalement, le nombre d’opérations estinchangé : seul l’ordre
des opérations est modifié. En effet, la méthode classique de l’élimination de G-
J consiste en des opérations colonne par colonne pour mettre tous les éléments
de la colonne à 0 sauf l’élément situé sur la diagonale :

pour chaquecolonne c de 0 à nfaire
lignec← (lignec)/Jc,c

pour chaque ligne l de 0 à m sauf cfaire
ligne l ← ligne l − (lignec) × Jl,c

Algorithme 6.1: Calcul classique d’une forme échelonnée réduite par élimi-
nation de G-J

Le calcul incrémental d’une forme échelonnée réduite consiste simplement à faire
ce calcul ligne par ligne :

pour chaque ligne l de 0 à mfaire
pour chaque ligne c de 0 à l− 1 faire

ligne l ← ligne l − (ligne l) × Jc,c

ligne l ← (ligne l)/Jl,l

Algorithme 6.2: Calcul incrémental d’une forme échelonnée réduite par éli-
mination de G-J

La complexité de l’algorithme incrémental de calcul d’une forme échelonnée ré-
duite est donc également deO(m2n). Cette version de l’élimination de G-J
a toutefois un énorme avantage : à chaque étape, quand une contrainte est ajoutée,
elle nous permet de comparer le nouveau rang de la Jacobienneà l’ancien rang et
ainsi de déterminer si la contrainte est redondante avec lescontraintes déjà dispo-
nibles. Autrement dit, sans augmenter le nombre d’opérations, nous obtenons la
forme échelonnée réduite de la matrice et un sous-système maximal non générique-
ment sur-contraint.

Exemple 20. Détection de la redondance dans un système 2D

Considérons l’exemple de la figure6.9. Elle représente un système
2D à 4 points et 6 contraintes de distance. LeGCScorrespondant est
génériquement sur-contraint : la contrainte en pointillésest redon-
dante avec les 5 autres. La matrice Jacobienne de ceGCSest donnée
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p1 p2

p3 p4

Figure 6.9 -Le « cerf-volant » : système 2D génériquement sur-contraint
avec 4 points et 6 distances. Sans la contrainte pointillée, le GCS est

rigide.

Tableau 6.1 -La matrice Jacobienne du GCS de la figure 6.9.
ẋ1 ẏ1 ẋ2 ẏ2 ẋ3 ẏ3 ẋ4 ẏ4

l1 : dist_pp(p1, p2) x1-x2 y1-y2 x2-x1 y2-y1 0 0 0 0
l2 : dist_pp(p1, p3) x1-x3 y1-y3 0 0 x3-x1 y3-y1 0 0
l3 : dist_pp(p2, p4) 0 0 x2-x4 y2-y4 0 0 x4-x2 y4-y2

l4 : dist_pp(p3, p4) 0 0 0 0 x3-x4 y3-y4 x4-x3 y4-y3

l5 : dist_pp(p2, p3) 0 0 x2-x3 y2-y3 x3-x2 y3-y2 0 0
l6 : dist_pp(p1, p4) x1-x4 y1-y4 0 0 0 0 x4-x1 y4-y1

à la table6.1.

Considérons le témoin suivant (représenté graphiquement à la fi-
gure6.10) :
– p1 = (2,7) ;
– p2 = (5,6) ;
– p3 = (1,1) ;
– p4 = (6,3).
La Jacobienne en ce témoin est donnée à la table6.2, après une appli-
cation partielle de l’élimination de G-J : cette table montre
la matrice obtenue en utilisant la version incrémentale de l’élimina-
tion de G-J, après ajout de la sixième contrainte mais avant
utilisation du pivot de G.

Il est aisé de voir que cette nouvelle contrainte sur-contraint généri-
quement leGCS: elle peut être obtenue en soustrayant la première
ligne à la seconde.

De par la taille de la matrice associée12, nous ne donnons pas ici de détails sur
l’exemple de l’application de cette méthode de détection dela sur-constriction gé-

12Vingt-quatre colonnes et dix-huit lignes
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p1

p2

p3

p4

Figure 6.10 -Un témoin du GCS de la figure 6.9 avec p1 = (2,7),
p2 = (5,6), p3 = (1,1) et p4 = (6,3).

Tableau 6.2 -Matrice Jacobienne de la table 6.1 évaluée en le témoin de
la figure 6.10. L’élimination de G-J a été effectuée sur les cinq

premières lignes. La sixième ligne est redondante (l6 = l′2 − l′1)

ẋ1 ẏ1 ẋ2 ẏ2 ẋ3 ẏ3 ẋ4 ẏ4

l′1 1 0 0 0 0 −4
5 −1 4

5
l′2 0 1 0 0 0 −4

5 0 −1
5

l′3 0 0 1 0 0 −3
5 −1 3

5
l′4 0 0 0 1 0 −1

5 0 −4
5

l′5 0 0 0 0 1 2
5 −1 −2

5
l6 −1 1 0 0 0 0 1 −1



Extensions de la méthode du témoin 143

nérique sur leGCSde la « double-banane13 ». Elle permet toutefois d’ajouter les
dix-sept premières contraintes sans détecter de sur-constriction générique et de dé-
tecter la redondance de la dix-huitième contrainte. La méthode fonctionne tout aussi
bien pour des exemples avec un plus haut degré de connexité [MS04].

En outre, la méthode du témoin gère correctement la sur-constriction générique de
GCSqui, pour des valeurs des paramètres le rendant non sur-contraint, est sous-
contraint. Pour ces systèmes, les méthodes à base de graphessont inutiles car elles
ne peuvent prendre en compte tous les théorèmes géométriques.

Exemple 21. Conjugués harmoniques

Considérons le système 2D de la figure6.11. Étant donnés deux
pointsa etb, on peut considérer une fonction qui à tout pointx inci-
dent à la droite (ab) associe un pointy, conjugué harmonique dex.
On construity en suivant le plan de construction suivant :
– soit p un point non incident à (ab) ;
– soitd une droite incidente àx ;
– soit p1 l’intersection des droitesd et (ap) ;
– soit p2 l’intersection des droitesd et (bp) ;
– soit p′ l’intersection des droites (bp1) et (ap2) ;
– y est l’intersection des droites (ab) et (pp′).
On peut considérer leGCSS = (C,X,A) défini par14 :
– X = {x, y, p, p1, p2, p′,d,dab,dap,dbp,dap′ ,dbp′ ,dpp′} avec les six

premiers éléments de sortepoint et les autres de sortedroite ;
– A = {a,b} avec tous les paramètres de sortepoint ;
– C = {
inc_pd(a,dab), inc_pd(b,dab), inc_pd(x,dab),
inc_pd(y,dab), inc_pd(x,d), inc_pd(p1,d),
inc_pd(p2,d), inc_pd(a,dap), inc_pd(p,dap),
inc_pd(p1,dap), inc_pd(b,dbp), inc_pd(p,dbp),
inc_pd(p2,dbp), inc_pd(a,dap′), inc_pd(p′,dap′),
inc_pd(p2,dap′), inc_pd(b,dbp′), inc_pd(p′,dbp′),
inc_pd(p1,dbp′), inc_pd(p,dpp′), inc_pd(p′,dpp′),
inc_pd(y,dpp′)}.

Les solutions deS correspondent toutes à une figure obtenue en res-
pectant le plan de construction ci-dessus. De par le grand nombre de
contraintes d’incidence, l’hypothèse que l’on dispose d’un témoin
serait, sans cela, une hypothèse forte : les contraintes d’incidence
n’étant pas associées à une métrique, elles doivent être respectées
par le témoin. Ici, un témoin est donc une solution du système.

13Cf. figure1.14p. 34
14Rappel : nous utilisons la signature de l’exemple1, p.16



144 6. Gestion de la sur-constriction

a b x

p

d

y

p1

p2

p′

a b x

p

d

y

p1

p2
p′

Figure 6.11 -y est le conjugué harmonique de x pour a et b : en 2D, étant
donnés trois points a, b et x alignés et pour tout point p et toute droite d
incidente à x, y est fixé : p1 = (ap) ∩ d, p2 = (bp) ∩ d, p′ = (ap2) ∩ (bp1),

y = (ab) ∩ (pp′).
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Un comptage des degrés de liberté mène au résultat – correct –que
le système a 13×2−22= 4 degrés de liberté effectifs15. En revanche,
aucune méthode combinatoire actuelle ne parvient à détecter que les
positions dex et y sont liées et qu’il est impossible d’ajouter une
contrainte de distance entre ces deux points. Notre algorithme de
calcul d’unR-flot, par exemple, acceptera l’ajout de cette nouvelle
contrainte en retirant un degré de repère. L’interrogationdu témoin,
quant à elle, détecte une redondance.

Les contraintes redondantes identifiées peuvent être conservées et servir plus tard
à trouver, parmi les différentes solutions satisfaisant les contraintes, celle quel’uti-
lisateur recherche : la redondance des contraintes peut être nécessaire pour assurer
l’unicité des solutions16.

Notons que la méthode incrémentale d’interrogation du témoin permet également
de résoudre un autre problème : celui de calcul d’une base du bord d’un système.
Nous avons vu en effet17 que l’ajout de l’ensemble des contraintes du bord pouvait
mener à une sur-constriction générique. La plupart des méthodes de décomposition
étant sensibles à la sur-constriction générique, il est important de pouvoir calculer
une base de cet ensemble de contraintes, c’est-à-dire un sous-ensemble minimal tel
que toutes les autres contraintes du bord sont redondantes avec ce sous-ensemble.
Ici, cela est facile : il suffit de partir d’un système vide et d’ajouter une par une
les contraintes du bord, en recalculant incrémentalement la forme échelonnée ré-
duite de la matrice Jacobienne pour détecter les contraintes redondantes avec les
contraintes déjà prises en compte.

6.3.2 Interprétations sur-contraignantes d’un R-flot

Une interrogation du témoin permet de détecter une interprétation sur-contraignante
d’un R-flot sous forme de repère. Détaillons tout d’abord comment se traduit la
fixation d’un repère dans la méthode du témoin : une fois la Jacobienne mise sous

forme échelonnée réduite, l’équationJ
−→
V = 0 est la suivante18 :

15Rappelons quea etb sont des paramètres duGCSet n’ont donc aucun degré de liberté
16Voir [Hen92] et notamment la figure 2.
17Cf. section3.2(p. 73)
18On considère bien sûr que leGCSn’est pas génériquement sur-contraint.
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Dans cette notation, lesn−m derniers éléments du vecteur
−→
V sont notésvrn−m à vr1.

Il y en a autant que de degrés de liberté duGCSet donc autant que de degrés de
repère dans lesR-flots associés. En effet, pour traduire dans la Jacobienne le fait
que la coordonnéevi fait partie du repère considéré, on effectue une permutation de

colonnes (et la permutation de lignes correspondant dans levecteur
−→
V) pour que la

colonne correspondant à ˙vi soit l’une desn−mcolonnes de droite de la matrice.

Imaginons maintenant qu’après lai−1èmeétape de l’élimination de G-J (la
matrice (i−1)×(i−1) supérieure gauche est diagonale), il soit impossible de trouver
un pivot non nul. Cela signifie que laièmecolonne est combinaison linéaire desi − 1
premières colonnes. Permuter cette colonne avec une desi − 1 premières colonnes
ne changera rien au problème : la nouvelleième colonne sera combinaison linéaire
desi − 1 nouvelles premières colonnes. De même, permuter laième colonne avec
une colonne d’indice compris entrei + 1 etm ne fera que retarder le problème : si
la colonne est combinaison linéaire desi − 1 premières colonnes, elle est également
combinaison linéaire desi − 1+ k premières colonnes sik ≥ 0.

Il ne sera donc possible de diagonaliser la gauche de la matrice Jacobienne qu’à
condition que laième colonne soit permutée avec une desn−m dernières colonnes.
Cette condition est nécessaire mais non suffisante, puisque certaines desn−m der-
nières colonnes peuvent elles-mêmes être combinaison linéaire desi − 1 premières
colonnes.

Si l’on n’arrive pas à diagonaliser la matricem×m gauche de la Jacobienne, c’est
que la paramétrisation consistant à fixer les coordonnées correspondant auxn − m
colonnes de droite est non valable : cela signifie en effet qu’il n’est pas possible
d’exprimer les variations desn premières coordonnées en fonction de celles consi-
dérées comme paramètres : une fois le produit effectué, laième ligne peut s’écrire

v̇i + α1,i × ˙vrn−m + · · · + αn−m,i × v̇r1 = 0 (6.1)

et donc
v̇i = −α1,i × ˙vrn−m − · · · − αn−m,i × v̇r1 (6.2)
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Autrement dit, on peut exprimer les variations devi en fonction des variations des
coordonnéesvrn−m àvr1. C’est la définition même d’un repère : s’il est fixé, les autres
éléments sont fixés également. S’il n’est pas possible d’exprimer lesm premières
colonnes comme fonction desn − m dernières colonnes, alors la paramétrisation
correspondante ne forme pas un repère.

Il s’en déduit une méthode simple de détermination de la validité de l’interprétation
géométrique d’unR-flot : permuter les colonnes de la Jacobienne de sorte à placer
à droite de la matrice celles correspondant à l’interprétation à tester et appliquer la
méthode d’élimination de G-J.

Naïvement, la complexité d’une telle méthode, pour avoir l’assurance de trouver
une interprétation valide, serait enO(m2n × Πx∈R(C

Val(nx→rx)
ddl(x) )) avecR l’ensemble

des entités de l’ancre : il faudrait, pour chaque interprétation géométrique possible,
effectuer une élimination de G-J. Une méthode moins coûteuse consiste
à tenter une première élimination de G-J, puis à permuter deux colonnes
pour aboutir à une autre interprétation géométrique et à utiliser le pivot de G sur
la colonne permutée : il y a 1 division de ligne à effectuer etm− 1 multiplications
et additions de ligne. Avant permutation, la matrice est sous la forme (IP) avecI
l’identité et P une matricem× (n − m). Le nombre d’opérations à effectuer pour
une multiplication ou addition de ligne est doncn−m+ 1. La complexité de cette
méthode est donc enO(m2n+m× (n−m) × Πx∈R(C

Val(nx→rx)
ddl(x) )).





B    II

Nous avons défini une structure de données étendant les graphes de flux classiques,
que nous appelons les graphes deR-flux, et adapté la définition du couplage parfait
à ces graphes. En nous basant sur les graphes deR-flux, nous avons proposé des
algorithmes incrémentaux de calcul d’une paramétrisationcombinatoire d’unGCS,
c’est-à-dire le nombre de degrés de liberté à fixer pour chaque entité géométrique
pour se ramener à un nombre fini de solutions. Nous avons montré comment déduire
de cette paramétrisation combinatoire un plan de construction par blocs. Nous avons
également mis au point une extension incrémentale de la méthode du témoin per-
mettant d’assurer qu’unGCSn’est pas génériquement sur-contraint, pour assurer la
validité de nos algorithmes de paramétrisation.

Un travail important reste à effectuer concernant la gestion des valeurs associées aux
éléments de repère. Le calcul de valeurs valides, c’est-à-dire telles que des solutions
existent, pourrait être envisagé de plusieurs façons :
– notre méthode actuelle consiste à prendre les valeurs de l’esquisse, éventuelle-

ment mises à l’échelle. Dans le cas où cela ne suffit pas, un rattrapage numé-
rique est possible en cherchant à minimiser une fonction d’erreur calculée pour la
construction géométrique qui échoue. Des instabilités peuvent apparaître lorsque
la modification de la valeur d’un paramètre amène l’échec d’une autre construc-
tion géométrique. Une étude spécifique des méthodes numériques permettant le
calcul d’une valuation valide à partir d’une valuation initiale invalide est donc à
mener, qui pourrait également servir à perturber les valeurs des paramètres pour
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animer les solutions à l’écran ;
– l’utilisation d’une méthode itérative à partir d’une valuation initiale peut échouer

non seulement de par les instabilités de telles méthodes mais aussi en raison de
minima locaux. Des méthodes d’optimisation globale devraient donc également
être essayées, par exemple au moyen d’algorithmes génétiques ;

– une approche plus constructive pourrait être une propagation d’intervalles : à par-
tir d’un élément de repère donné, parcourir le plan de construction et, à chaque
construction, calculer dans quels sous-espaces l’entité géométrique construite
peut se trouver. Si cette entité géométrique est fixée ou restreinte, on en déduit
quelles sont les valeurs possibles des éléments de repère correspondants.

Nous avons également fourni des pistes concernant la définition de la qualité d’un
R-flot. Il s’agit d’heuristiques dont l’intérêt reste à étudier plus profondément. La
mise au point de nouvelles heuristiques, voire la donnée d’une définition précise
de ce qu’est un bonR-flot sont donc des perspectives naturelles de ce travail. En
outre, notre approche d’une stratégie de construction d’unR-flot en fonction des
heuristiques peut mener vers desmaximalocaux empêchant la découverte deR-
flots de bonne qualité. Là encore, une approche plus globale serait donc à envisager.

Enfin, la méthode itérative de N-R n’a jusqu’à maintenant jamais servi
à trouver numériquement des solutions à un système sous-contraint. En effet, elle ne
peut par définition fonctionner que sur des systèmes d’équations dont la matrice est
carrée, c’est-à-dire correspondant à des systèmes bien-contraintsmodulol’identité.
Classiquement, laD-bonne-constriction est prise en compte en ajoutant trois équa-
tions, ce qui correspond à fixer un repère pour les déplacements. Notre algorithme
de paramétrisation ouvre la porte à l’adaptation de la méthode de N-R
à des systèmes de contraintes géométriques quelconques, sous l’hypothèse de non
sur-constriction générique. Une autre hypothèse importante est la donnée d’une va-
luation initiale valide pour les éléments de la paramétrisation.
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L’objectif général visé par nos travaux est de rendre les logiciels de modélisation par
contraintes géométriques accessibles à des utilisateurs non experts. Les travaux de
paramétrisation explicités à la partieII vont dans ce sens : ils fournissent à l’utilisa-
teur une intuition des libertés de mouvement des entités géométriques du Système
de Contraintes Géométriques (GCS) qu’il a esquissé et lui permettent de corriger
l’esquisse si le résultat ne lui convient pas.

Une autre fonctionnalité importante de logiciels faciles d’accès est la possibilité de
réutiliser desGCS déjà résolus. La conception d’une voiture en Conception As-
sistée par Ordinateur (CAO), par exemple, ne se fait pas en explicitant toutes les
contraintes de distance, d’angle,etc. L’approche habituelle est plutôt de dessiner
les différentes pièces séparément et de les assembler. Il est également important
qu’en plus de donner une paramétrisation à l’utilisateur, le logiciel lui permette de
visualiser quelles parties de l’objet sont rigides.

Dans cette partie, nous nous intéressons donc à la décomposition de systèmes de
contraintes géométriques. Nous avons déjà montré, dans la partie I, quelles étaient
les conditions de correction et de complétude des méthodes de décomposition.

Motivation

Les travaux relatés dans cette partie ont pour but de permettre la décomposition
d’un GCSen ses sous-systèmes, en connaissant le groupe de bonne constriction de
ces sous-systèmes. Nous poursuivons ainsi plusieurs objectifs.

Tout d’abord, nous voulons identifier, pour les différents groupesG considérés, les
partiesG-bien-contraintes d’unGCS, afin de pouvoir indiquer à l’utilisateur quels
sous-systèmes sont rigides, quels sous-systèmes sont biencontraintsmodulo les
similitudes,etc.Ces informations complètent les intuitions que donne la paramétri-
sation sous forme d’éléments de repère.

Inversement, nous voulons permettre à l’utilisateur d’insérer dans leGCSun objet
atomique avec son groupe de bonne constriction, de façon à assurer d’une part la
réutilisation de systèmes déjà résolus et d’autre part une diminution de la taille du
système à résoudre.

Nous avons vu dans la partieII que nous pouvons déduire d’unR-flot un plan de
construction strict à la condition qu’aucun nœud de son graphe réduit ne corres-
ponde à plus d’une entité géométrique. Dans le cas contraire, les sous-systèmes
engendrés par ces entités et celles dont elles dépendent doivent être résolus par un
solveur externe. Nous voulons donc également proposer un algorithme de décom-
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position général qui pourra aider à résoudre ces systèmes.

Démarche

Nous proposons une extension de la méthode du témoin19 qui permet d’identifier
les sous-systèmes rigides maximaux, puis une extension multi-groupe permettant
l’identification de sous-systèmesG-bien-contraints maximaux pour tout groupeG
dont on connaît les différents types de repère.

Pour rester dans la perspective des travaux relatés dans la partie II , nous propo-
sons une version incrémentale de ces algorithmes. Nous proposons également des
pistes pour l’identification des sous-systèmesG-bien-contraint directement dans un
graphe deR-flux et montrons les limites de ces pistes. Nous montrons ensuite
quelles modifications apporter aux algorithmes de paramétrisation du chapitre4
pour prendre en compte laG-bonne-constriction de sous-systèmes.

Enfin, nous utilisons l’algorithme d’identification de sous-systèmes maximauxG-
bien-contraints pour mettre au point un algorithme de décomposition général, non
sensible à la connexité du graphe de contrainte, baptiséW-décomposition.

Le chapitre7 explicite nos algorithmes d’identification des sous-systèmesG-bien-
contraints et l’adaptation des algorithmes de paramétrisation. Le chapitre8 détaille
le fonctionnement et l’analyse de laW-décomposition.

19Cf. section2.2.2et [MF06, MFLM06, MF07, MF09]
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Tous les progrès sont précaires, et la solution d’un pro-
blème nous confronte à un autre problème
– Martin Luther King, pasteur américain

Dans ce chapitre, nous nous attachons aux problématiques liées aux sous-systèmes
bien contraintsmoduloun groupe connu. Nous commençons par proposer, à la sec-
tion 7.1, de nouvelles extensions de la méthode du témoin qui permettent d’iden-
tifier les sous-systèmesG-bien-contraints maximaux d’un système. La section7.2
fournit des pistes pour la détection des sous-systèmesG-bien-contraints sans avoir
recours au témoin. Enfin, la section7.3 explique comment adapter les algorithmes
du chapitre4 pour prendre en compte des sous-systèmes dont on connaît le groupe
de bonne constriction.
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7.1 Identification des sous-systèmes G-bien-contraints ma-
ximaux avec le témoin

Dans cette section, nous montrons comment l’interrogationdu témoin peut être uti-
lisée pour identifier efficacement tous les Sous-systèmes Rigides Maximaux (MRS)
d’un GCS, même dans le cas de systèmes où des méthodes à base de graphes
échoueraient à détecter la rigidité. L’idée de cette méthode avait déjà été esquissée
dans la littérature [MF06, JTNM06]. Nous montrons ensuite comment étendre cette
approche à l’identification des Sous-systèmesG-bien-contraints Maximaux (MGS)
pour n’importe quel groupeG dont on connaît les différents types de repère.

7.1.1 Détection des sous-systèmes rigides maximaux

Nous détaillons ici une méthode permettant d’identifier lessous-systèmes rigides
maximaux d’unGCS.

Définition 54. Sous-système Rigide Maximal :Un MRSdeS est un sous-système
S1 ⊆ S tel que :
– S1 estD-bien-contraint ;
– il n’existe pas de systèmeS2 D-bien-contraint distinct deS1 tel queS1 ⊂ S2 et
S2 ⊆ S.

Exemple 22. Sous-système Rigide Maximal

La figure7.1 est constituée de quatreMRS : les segments [p2p3],
[p1p2], [ p1p4] et le quadrilatèrep3p4p5p6 sont rigides et ne sont pas
sous-systèmes d’unGCSrigide.

L’ajout d’une contrainte de distance entrep1 et p5, par exemple, ren-
drait le système rigide et il ne serait donc plus constitué que d’un
seulMRS.

L’idée de base de notre algorithme d’identification desMRS est d’étudier quelles
entités géométriques sont fixées lorsque l’on fixe un repère pour les déplacements.
Rappelons que nous avons vu à la section6.3.21, qu’après que la Jacobienne a été

mise sous forme échelonnée réduite, l’équationJ′
−→
V = 0 s’écrit ainsi :

1Cf. p. 145et notamment les équations6.1et6.2
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p1 p2

p3p4

p5
p6

Figure 7.1 -GCS contenant 4 MRS
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= 0

Une fois le produit effectué, laième ligne peut s’écrire

v̇i + α1,i × ˙vrn−m + · · · + αn−m,i × v̇r1 = 0

et donc
v̇i = −α1,i × ˙vrn−m − · · · − αn−m,i × v̇r1

Autrement dit, une fois la matrice mise sous forme échelonnée réduite2, il est pos-
sible d’exprimer les variations de la coordonnéevi en fonction des variations des
coordonnéesvrn−m àvr1. Ces coordonnées forment donc un repère duGCS.

Si le GCSS n’est pas rigide, trois paramètres ne peuvent suffir pour ancrer toutes
les entités géométriques et on an − m > 3. Il est toutefois possible d’identifier un
sous-ensemble des coordonnées qui dépend uniquement des trois paramètresvr1, vr2

et vr3 : on recherche l’ensembleV de tous lesvi tels que∄e > 3, αe,i , 0. Si les

2Sous l’hypothèse que leGCSne soit pas génériquement sur-contraint (cf. section6.3.1) et que
lesm premières colonnes soient linéairement indépendantes (cf. section6.3.2)
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p1

p2

p3 p4

p5

p6

p7

Figure 7.2 -Chaîne ouverte 2D faite de trois triangles rigides. Les
contraintes de distance sont implicitement représentées par les segments.

Tableau 7.1 -Matrice Jacobienne du GCS de la figure 7.2
ẋ1 ẏ1 ẋ2 ẋ3 ẏ3 ẋ4 ẋ5 ẏ5 ẋ6 ẏ2 ẏ4 ẏ6 ẋ7 ẏ7

l1 x1-x2 y1-y2 x2-x1 0 0 0 0 0 0 y2-y1 0 0 0 0
l2 x1-x3 y1-y3 0 x3-x1 y3-y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
l3 0 0 x2-x3 x3-x2 y3-y2 0 0 0 0 y2-y3 0 0 0 0
l4 0 0 0 x3-x4 y3-y4 x4-x3 0 0 0 0 y4-y3 0 0 0
l5 0 0 0 x3-x5 y3-y5 0 x5-x3 y5-y3 0 0 0 0 0 0
l6 0 0 0 0 0 x4-x5 x5-x4 y5-y4 0 0 y4-y5 0 0 0
l7 0 0 0 0 0 0 x5-x6 y5-y6 x6-x5 0 0 y6-y5 0 0
l8 0 0 0 0 0 0 x5-x7 y5-y7 0 0 0 0 x7-x5 y7-y5
l9 0 0 0 0 0 0 0 0 x6-x7 0 0 y6-y7 x7-x6 y7-y6

paramètresvr1 à vr3 forment un repère pour les déplacements alors, par définition
d’un repère3, le système engendré parV ∪ {vr1, vr2, vr3} estD-bien-contraint. Il est
maximal, c’est-à-dire qu’il n’existe aucun sous-système rigide S′ ⊆ S tel que le
système engendré parV ∪ {vr1, vr2, vr3} est strictement inclus dansS′.

Exemple 23. Identification d’un MRS

Considérons leGCSde la figure7.2, qui représente un système 2D
composé de trois triangles rigides formant une chaîne ouverte. Sa
matrice jacobienne est fournie à la table7.14, les lignes correspon-
dant aux contraintes de distance entre :
– l1 : p1 et p2

– l2 : p1 et p3

– l3 : p2 et p2

– l4 : p3 et p4

– l5 : p3 et p5

– l6 : p4 et p5

– l7 : p5 et p6

– l8 : p5 et p7

– l9 : p6 et p7

Considérons le témoin suivant :
– p1 = (0,9) ;
– p2 = (4,1) ;
– p3 = (7,13) ;

– p4 = (14,10) ;
– p5 = (12,4) ;

– p6 = (7,7) ;
– p7 = (13,0).

La table7.2montre la mise sous forme échelonnée réduite de la Ja-
cobienne évaluée en le témoin. On y constate que l’on peut exprimer
ẋ5, ẏ5 et ẋ6 en fonction de ˙y6, ẋ7 et ẏ7. Le système engendré parp5,
p6 et p7 est donc le Sous-système Rigide Maximal fixé par le repère5

3Cf. définition40p. 69
4Les colonnes ont été permutées pour correspondre à une paramétrisation valide
5Cf. section5.1p. 116
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Tableau 7.2 -Forme échelonnée réduite de la matrice Jacobienne de la
table 7.1 évaluée en le témoin p1 = (0,9), p2 = (4,1), p3 = (7,13),

p4 = (14,10), p5 = (12,4), p6 = (7,7), p7 = (13,0)
ẋ1 ẏ1 ẋ2 ẋ3 ẏ3 ẋ4 ẋ5 ẏ5 ẋ6 ẏ2 ẏ4 ẏ6 ẋ7 ẏ7

r ′1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 4
3

101
18 −181

108 -1 −473
108

r ′2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −7
3 −40

9
28
27 0 140

27
r ′3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 4 29

2 −15
4 -1 −59

4
r ′4 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 9

2 −17
12 -1 −37

12
r ′5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 5

2 − 7
12 0 −35

12
r ′6 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 3 −7

6 -1 −11
6

r ′7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −2
3 -1 2

3
r ′8 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1

6 0 −5
6

r ′9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −7
6 -1 7

6

constitué par le pointp7 et la directionp6-p7.

À partir de ce principe, un algorithme naïf d’identificationdesMRS serait de fixer
un repère pour les déplacements (en permutant les colonnes de la Jacobienne) et
d’effectuer une élimination de G-J, puis de recommencer avec un repère
pour les déplacements dans le reste du système. Le pseudo-code de cette approche
est donné à l’algorithme7.1.

À la ligne4 de l’algorithme, la fixation d’un repère doit être guidée parla géométrie
afin de s’assurer qu’on identifiera un système plus grand que le repère lui-même : si,
dans l’exemple de la figure7.2, on fixait les deux coordonnées du pointp7 et l’une
des coordonnées dep1, aucunMRS ne serait identifié. Pour les cas où le repère
est mal choisi, il convient de complexifier un peu la ligne9 de l’algorithme en
n’effectuant de marquage que dans le cas où il y a au moins une entitégéométrique
n’appartenant pas totalement au repère qui est entièrementfixée. Il faut alors faire
attention, dans la condition d’arrêt de la boucle de la ligne2, aux cas où des sous-
systèmes rigides maximaux sont plus petits qu’un repère pour les déplacements (les
systèmes sous-D-définis6), par exemple une barre rigide en 3D ou un point concerné
par aucune contrainte en 2D.

La complexité d’une telle approche dépend du nombrek de MRS : aveck élimi-
nations de G-J, la complexité globale est enO(km2n)7. Ce coût peut être
réduit en ne redémarrant pas l’élimination de G-J de zéro pour chaque
repère : à la fin de la boucle de la ligne2, la matriceJ′ est sous forme échelonnée
réduite. Pour changer de repère, il faut faire au maximum trois permutations et donc,

6Cf. définition42p. 70
7Rappelons que la complexité d’une application de l’élimination de G-J est

O(min(m,n)mn) et qu’en l’absence de sur-constriction générique,m≤ n.
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Entrées:
S = (C,X,A) : Un GCS
J : la matrice Jacobienne deS évaluée en un témoin

Résultat :
Liste desMRS deS

i ← 0
2 répéter

J′ ← J
4 Permuter les colonnes deJ′ pour fixer un repère dans une partie non

marquée deS
Effectuer une élimination de G-J surJ′

V ← ensemble des colonnes correspondant à des coordonnées
exprimables en fonction du repère

9 Marquer avec l’étiquettei les colonnes deJ correspondant à des entités
dont toutes les coordonnées sont
– soit dansV
– soit dans les trois dernières colonnes deJ′

i ← i + 1
jusqu’à ce que toutes les colonnes de J soient marquées
L← liste vide
tant que i ≥ 0 faire
S′ ← sous-système deS engendré par les entités étiquetéesi
L← L + S′

i ← i − 1
retourner L

Algorithme 7.1: Algorithme naïf d’identification desMRS basé sur la mé-
thode du témoin



Identification des sous-systèmesG-bien-contraints maximaux avec le témoin 161

pour revenir à une forme échelonnée réduite, 3×m× (n−m+ 3) multiplications8.
Le coût de cette version de l’algorithme est donc deO(km(n−m) +m2n). Comme
km(n−m) est dominé parm2n, la complexité est donc enO(m2n).

7.1.2 Extension à d’autres groupes de transformations

La définition de sous-système maximal peut être donnée pour toute classe deGCS.
Nous définissons ainsi un Sous-systèmeG-bien-contraint Maximal (MGS).

Définition 55. Sous-systèmeG-bien-contraint Maximal : Un MGSdeS est un
sous-systèmeS1 ⊆ S tel que :
– S1 est G-bien-contraint ;
– il n’existe pas de systèmeS2 G-bien-contraint tel queS1 ⊂ S2 etS2 ⊆ S.

Dans l’algorithme vu à la section précédente, l’identification d’un sous-système ri-
gide maximal se fait en recherchant les coordonnées dont lesvariations peuvent
s’exprimer en fonction des variations des coordonnées d’unrepère pour les dé-
placements. Nous reprenons le même principe, mais l’utilisons pour identifier un
MGS. Pour cela, il est uniquement nécessaire de connaître les types de repère des
différents groupes considérés.

L’algorithme cité plus haut s’adapte alors sans souci : on réalise une première élimi-
nation de G-J après avoir permuté les colonnes pour placer unG-repère
dans les colonnes de droite et si unMGSest identifié on le marque. Puis, jusqu’à ce
que toutes les entités géométriques aient été marquées9, on trouve une autre com-
binaison den − m colonnes contenant unG-repère non encore testé en utilisant
l’algorithme4.4de modification d’unR-flot.

Le pseudo-code de cette démarche est donné à l’algorithme7.2.

7.1.3 Identification incrémentale des MGS

Dans l’optique d’une construction incrémentale duGCS, comme nous la concevons
depuis le début de la partieII , il est intéressant de chercher à identifier lesMGS au

8En réalité,Σ3
i=1(m × (n − m + i)) : une fois les trois permutations effectuées, il faut faire les

opérations de pivot nécessaires. Lesm− 3 premières colonnes forment l’identité et ne coûtent donc
rien. Lorsque lam− 2ème colonne a été traitée, lesm− 2 premières colonnes forment l’identité, et
ainsi de suite jusqu’à ce que les trois colonnes permutées aient été traitées.

9Modulo la détection des entités géométriques qui appartiennent à un systèmeG-invariant maxi-
mal sous-G-défini
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Entrées:
S = (C,X,A) : Un GCS
R← R-flot maximal valide deS
J : la matrice Jacobienne deS évaluée en un témoin
G : un groupe de transformation

Résultat :
Liste desMGS deS

i ← 0
répéter

Modifier Rpar l’algorithme4.4pour qu’il contienne unG-repèrer
non encore testé

E← ensemble des entités qui sont entièrement dansr
Permuter les colonnes deJ pour correspondre àr
Effectuer une élimination de G-J surJ
V ← ensemble des colonnes correspondant à des coordonnées

exprimables en fonction der
si V ∪ r contient des entités fixées qui ne sont pas dans Ealors

Marquer avec l’étiquettei les colonnes deJ correspondant à
ces entités

i ← i + 1
sinon

pour chaquee ∈ E non marquéfaire
si tous les G-repères contenant e ont été testésalors
// Les MGS contenant e sont sous-G-définis
Marquer les colonnes deJ correspondant àeavec l’étiquettei
i ← i + 1

jusqu’à ce que toutes les colonnes de J soient marquées
L← liste vide
tant que i ≥ 0 faire
S′ ← sous-système deS engendré par les entités étiquetéesi
L← L + S′

i ← i − 1
retourner L

Algorithme 7.2: Algorithme d’identification desMGSbasé sur la méthode du
témoin
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fur et à mesure de l’ajout des contraintes. Nous décrivons ici un algorithme pour ce
faire.

À chaque ajout d’une contraintec, nous effectuons la liste des groupesG, parmi
les groupes pris en compte, tels quec estG-invariante10. Pour chaque groupeG
satisfaisant cela, nous effectuons les permutations de colonnes appropriées pour si-
muler la fixation d’unG-repère fixant toutes les entités géométriques devars(c).
Dans le cas où unG-repère ne peut être inclus dansvars(c) (lorsque le système
engendré est sous-G-défini), il faut tester les différentsG-repères possibles. Pour
chaqueG-repère ainsi testé, nous identifions leMGS qu’il fixe. S’il inclut un MGS
déjà identifié, ce dernier est retiré de la liste desMGSidentifiés11. Il est donc néces-
saire d’avoir la liste des configurations deG-repère fixant l’intégralité du système
engendré parc, pour chaque type de contrainte.

Le pseudo-code de cette méthode est fourni à l’algorithme7.3.

7.2 Approche combinatoire de l’identification de sous-sys-
tèmes G-bien-contraints

Dans cette section, nous donnons quelques pistes prometteuses pour identifier les
sous-systèmesG-bien-contraints combinatoirement, dans le graphe deR-flux, sans
avoir recours à la méthode du témoin. Nous montrons que la méthode que nous
proposons fonctionne bien dans de nombreux cas, mais se heurte aux mêmes limi-
tations que toutes les méthodes à base de graphes.

7.2.1 Algorithmes

La méthode que nous détaillons ici est donnée, sous forme de pseudo-code, à l’algo-
rithme7.4. Ce pseudo-code parcourt les différents groupesG considérés : il exécute
pour chaque groupe de transformations12 l’algorithme7.5.

Pour chaque groupe considéré, une rétro-propagation est possible pour éviter de
raisonner sur des systèmes trop grands : pour chaque groupeG, nous commençons

10C’est-à-dire (cf. définition35) les groupesG tels que les figures solutions du système engendré
parc sontG-invariantes.

11Il serait également possible de le conserver et d’enregister la relation d’inclusion.
12À l’exception des groupes strictement inclus dans un groupeG′ tel qu’il n’y a aucune contrainte

qui ne soit pasG′-invariante. Pour des raisons de concision, ceci n’est pas exprimé à la ligne2 de
l’algorithme7.4.
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Entrées:
S = (C,X,A) : Un GCS
R← R-flot maximal valide deS
c ∈ C : la dernière contrainte ajoutée àS
J : la matrice Jacobienne sous forme échelonnée réduite deS évaluée en
un témoin

Résultat :
Liste desMGS contenantc

i ← 0
G ← liste des groupes d’invariance dec
pour chaqueG ∈ G faire

pour chaqueG-repère r fixant le sous-système engendré par cfaire
R← R modifié par l’algorithme4.4 incluantr
Permuter les colonnes deJ pour correspondre àR
MettreJ sous forme échelonnée réduite
Identifier leMGSS′ fixé parr
Marquer les colonnes deS′ par i
i ← i + 1

L← liste vide
tant que i ≥ 0 faire
S′ ← sous-système deS engendré par les entités étiquetéesi
L← L + S′

i ← i − 1
retourner L

Algorithme 7.3: Algorithme incrémental d’identification desMGS

Entrées:
S = (C,X,A) : unGCS

Résultat :
Liste de sous-systèmes avec leur groupe de bonne constriction

L← liste vide
2 pour chaquegroupe Gfaire

SG ← (CG,XG,AG)← sous-système deS engendré par ses contraintes
G-invariantes
Utiliser l’algorithme7.5pourSG etG
Ajouter le résultat àL

retourner L

Algorithme 7.4: Identification combinatoire des sous-systèmes bien
contraints
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donc par considérer le systèmeSG engendré par les contraintesG-invariantes. La
rétro-propagation consiste tout simplement, à partir du graphe orienté non valué13

d’un R-flot deSG, à retirer récursivement tous les nœuds d’entité qui n’ont aucun
arc sortant et un degré de repère nul. Ceci est réalisé par la boucle de la ligne8.

Quand cela est fait, il y a deux possibilités :

1. les entités géométriques restantes ont toutes un degré derepère non nul,

2. il reste des entités géométriques avec un degré de repère nul.

Dans le premier cas, nous vérifions, pour chaque composante connexe14 K restante,
si les éléments de repère constituent un repère pourG. Si ce n’est pas le cas, mais
que le nombre de degrés de repère deK pourrait être celui d’unG-repère, nous es-
sayons de modifier les éléments de repère sur la composante connexe afin d’obtenir
un G-repère. Si le nombre de degrés de repère deK est supérieur à celui d’unG-
repère, nous essayons également de chercher unG-repère dansK. Si, directement
ou via une modification, nous disposons d’unG-repèrer, alors les entités géomé-
triques der, ainsi que toutes les entités géométriques qui ont été retirées et qui
dépendaient uniquement der, forment un systèmeG-bien-contraint (ceci est testé
aux lignes20 à 23 de l’algorithme7.5). S’il est impossible d’exhiber unG-repère
dansK, on ne peut rien déduire.

Dans le second cas, il reste des entités géométriques avec undegré de repère nul :
elles font partie d’uneCFCdu graphe orienté non valué. Dans ce cas, nous extrayons
pour chaqueCFCun graphe deR-flux R′ constitué de
– laCFCconsidérée ;
– les nœuds de contrainte liés à une entité géométrique de laCFCpar un arc de va-

luation positive, ainsi que tous les nœuds d’entité liés à ces nœuds de contrainte.
Le nombre de degrés de repère d’un nœud d’entitéx dansR′ est égal à la somme du
nombre de degrés de repère qu’il avait dans le graphe global et des valuations d’arc
le reliant à des nœuds de contrainte extérieurs àR′. Cette extraction est réalisée par
les lignes15à16de l’algorithme7.5.

À la ligne 17, un appel est effectué à l’algorithme7.6, qui traiteR′. De toute évi-
dence, le graphe orienté non valué deR′ a une uniqueCFC. Il est possible, en
revanche, de modifierR′ afin de tenter de trouver une configuration duR-flot qui
permet de minimiser la taille de laCFC et de continuer à retirer certaines enti-
tés géométriques par rétro-propagation. Nous revenons alors aux deux cas évoqués
plus haut. Si, en revanche, il n’est pas possible de diminuerla taille de laCFC, mais
que le nombre de degrés de repère dansR′ pourrait correspondre à unG-repère,
nous testons tous lesG-repères possibles pourR′. Si pour chaqueG-repère il est
possible de trouver unR-flot valide maximal, nous faisons l’hypothèse que leGCS

13Cf. définition51p. 118
14Mais pas nécessairement fortement connexe
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Entrées:
S = (C,X,A) : unGCSne contenant que des contraintesG-invariantes
R : R-flot maximal valide deS
G : un groupe de transformation

Résultat :
Liste de sous-systèmesG-bien-contraints deS

P← pile vide
D← Graphe Orienté Acyclique (DAG) avec

– un nœud par entité deS
– aucun arc

pour chaquex ∈ X de degré de repère nul dans Rfaire
si aucun arc de valuation nulle ne relie nx à un nœud de contraintealors

Empilerx surP

8 tant que P n’est pas videfaire
Dépilerx deP
Retirerx et les contraintes le concernant deS et mettre à jourR
pour chaquex′ lié à une des contraintes retiréesfaire

12 Ajouter un arcx′ → x dansD
si plus aucun arc de valuation nulle ne relie nx′ à un nœud de
contrainte dans Ralors empilerx′ surP

tant que des entités ont un degré de repère nulfaire
15 x← une entité de degré de repère nul
16 R′ ← Composante Fortement Connexe (CFC) « élargie » deH(R)

contenantx// Voir texte
17 Tenter de modifierR′ par l’algorithme7.6

si toutes les entités x ont été testéesalors sortir de la boucle
pour chaquecomposante connexe K sans nœud de degré de repère nulfaire

20 si K contient un G-repère r (éventuellementvia l’algorithme4.4) alors
tant que D contient une entité dont les parents sont tous dans rfaire

Rajouter àr les entités qui, dansD, ont tous leurs parents dansr

23 Le GCSengendré par les entités der estG-bien-contraint

retourner liste desGCSidentifiés aux lignes17et23

Algorithme 7.5: Algorithme combinatoire d’identification de sous-systèmes
G-bien-contraints
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correspondant àR′ estG-bien-contraint.

Entrées:
S′ = (C′,X′,A′) : unGCS
R′ : R-flot maximal valide deS′

G : groupe de transformation
Résultat :

Liste de sous-systèmesG-bien-contraints deS

K ← sous-graphe engendré par laCFCdeH(R′) contenant les entités de
degré de repère nul

n← somme des degrés de repère dansR′

4 pour chaqueG-repère r possible dans R′ faire
Modifier R′ par l’algorithme4.4pour inclurer
si n > au nombre de degrés de repère d’un G-repèrealors

tant que H(R′) a uneCFC de la même taille que Kfaire
si tous lesR-flots incluant r ont été testésalors

Passer au prochain tour de la boucle de la ligne4
sinon

Modifier R′ pour tester unR-flot incluantr non encore testé

L← appel à l’algorithme7.5
retourner L

sinon sion ne peut pas trouver unR-flot valide maximal incluant ralors
15 retourner ∅

Algorithme 7.6: Tentative de cassage d’uneCFCdans unR-flot

À chaque fois qu’un sous-GCSS′ est identifié commeG-bien-contraint, toutes ses
entités géométriques internes15 sont retirées, ainsi que les contraintes les concer-
nant. Les autres entités géométriques, toujours liées à unecontrainte, doivent alors
être considérées comme fixées : si le retrait des entités internes et des contraintes
associées a rendu un nœud d’entité insaturé, le nombre de sesdegrés de repère est
augmenté jusqu’à saturation.

15C’est-à-dire n’apparaissant dans aucune contrainte hors deS′



168 7. Identification et manipulation de sous-systèmesG-bien-contraints

a b c

Figure 7.3 -Application de l’algorithme 7.4 sur le « papillon » ; a : R-flot
valide maximal ; b : les pointillés signalent les éléments retirés par

rétro-propagation ; c : identification d’un D-repère et remplacement du
GCS D-bien-contraint par ses entités fixées ; l’identification du triangle

droit comme D-bien-contraint n’est pas illustrée.

7.2.2 Exemples d’application

7.2.2.1 Application sur le « papillon »

Considérons à nouveau leGCSde la figure1.716, constitué de deux triangles rigides.
Les seules contraintes sont des contraintes de distance : ilne contient donc aucune
contrainteS-invariante et toutes les contraintes sontD-invariantes. La boucle de la
ligne2 de l’algorithme7.4va donc en réalité parcourir uniquement le groupeD des
déplacements.

La figure7.3a représente, avec la représentation de C, unR-flot valide maximal
pour le système engendré par les contraintesD-invariantes (i.e. tout le système). La
phase de rétro-propagation est représentée à la figure7.3b : les pointillés signalent
les entités et les contraintes qui sont retirées. Ils signalent également les arcs ajoutés
dans leDAG17.

Il ne reste plus alors qu’une composante connexe, composée de trois points, deux
contraintes de distance et quatre éléments de repère. Le nombre de degrés de repères
ne correspond pas à unD-repère, mais on peut identifier unD-repère : le point
central est fixé et le point de gauche est restreint. La barre de gauche, ainsi que
toutes les entités géométriques qui dépendent uniquement de ces deux points sont
donc identifiés, à la ligne23, comme formant unGCSD-bien-contraint. Ce système
est remplacé par ses entités, qui sont fixées : ceci est représenté à la figure7.3c. Il
ne reste donc plus qu’une barre, avec unD-repère : le triangle de droite est lui aussi
identifié commeD-bien-contraint.

16Cf. p. 29
17Cf. ligne12de l’algorithme7.5
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a b c

Figure 7.4 -Étapes de rétropropagation dans l’application de
l’algorithme 7.4 sur le GCS de la figure 3.3.

Figure 7.5 -R-flot valide maximal du système de la figure 3.3 ; les
pointillés indiquent la CFC du graphe orienté non valué.

7.2.2.2 Application sur le GCS de la figure 3.3

Considérons leGCSde la figure3.318. L’application de l’algorithme7.4 amènera
deux tours de boucle : un pour les similitudesS, un pour les déplacementsD. La
figure7.4illustre les étapes de la rétro-propagation sur le sous-système engendré par
les contraintesS-invariantes. À l’étapec, il reste unS-repère, dont toutes les entités
précédemment retirées dépendent : le sous-système engendré par les contraintes
S-invariantes est doncS-bien-contraint.

La figure7.5 montre unR-flot valide maximal du système engendré par les con-
traintesD-invariantes, c’est-à-dire la totalité duGCS. Aucune rétro-propagation
n’est possible avec notre méthode. Les pointillés indiquent la CFC contenant les
entités géométriques de degré de repère non nul : il n’existepas deR-flot minimi-
sant la taille de laCFC.

18Cf. p. 72
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7.2.3 Limites

Nous avons donné des pistes pour une identification combinatoire des sous-sys-
tèmesG-bien-contraints dans le graphe deR-flux, mais celles-ci ne sont encore que
des pistes, car les algorithmes souffrent d’un certain nombre de limites. Certaines
de ces limites sont les limites classiques des méthodes combinatoires actuelles : des
redondances géométriques ne sont pas détectées, par exemple19.

En outre, la rétro-propagation ne fonctionne que pour des graphes dont la connexité
est inférieure au nombre de degrés de liberté des entités géométriques duGCS. Par
exemple, on voit à la figure5.4 que l’hexagone rigide dont le graphe de contrainte
est K3,3 ne dispose d’aucune entité que l’on puisse retirer, et ce quel que soit le
R-flot considéré.

L’identification deGCSG-bien-contraints est sensible auR-flot utilisé au moment
de la rétro-propagation : on voit à la figure7.6 que si leR-flot place unG-repère
dans un sous-GCSG-bien-contraint, la rétropropagation peut terminer sur ceG-
repère et identifier le sous-GCS(c’est le cas dans les figures7.6a à 7.6c) ; tandis
que si leR-flot ne place pas deG-repère dans le sous-système, il se peut qu’il ne
soit pas possible de l’identifier commeG-bien-contraint, comme c’est le cas dans
les figures7.6d à7.6f ).

Cet algorithme échoue également à identifier la sur-constriction20. La figure7.7
montre une application de l’algorithme sur le système de la figure6.3 : la rétro-
propagation n’élimine aucune entité dans la partie sur-contrainte. LaCFC conte-
nant des entités géométriques de degré de repère nul est entourée en pointillés :
le sous-graphe transmis à l’algorithme7.6 correspond donc exactement à la par-
tie génériquement sur-contrainte. Cela étant, si l’algorithme ne détecte pas ici la
sur-constriction, il ne conclut pas non plus à la bonne constriction : il s’arrête à la
ligne15de l’algorithme7.6.

L’algorithme identifie comme bien-contraintmodulo les déplacements la double-
banane : la figure7.8a montre unR-flot maximal valide pour la double-banane et on
y voit que le triangle central de la banane de droite forme uneCFC. Le sous-graphe
transmis à l’algorithme7.6est donc la banane de droite : elle est identifiée comme
D-bien-contrainte puisqu’une modification duR-flot permet d’effectuer une rétro-
propagation jusqu’à unD-repère. C’est ce que l’on voit aux figures7.8b et 7.8c,
dans la banane de gauche : après retrait de la banane de droite, le nœud correspon-

19E.g.considérer un système 3D où un pointp est contraint à être incident à une droited et à un
planP, la droited étant elle-même contrainte à être incidente àP.

20Sans surprise, puisqu’il se base sur un graphe deR-flux et souffre donc de tous les problèmes
évoqués à la section6.2.
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a d

b e

c f

Figure 7.6 -La rétro-propagation dans un graphe de R-flux est sensible au
R-flot : les étapes a, b et c montrent la rétro-propagation avec un premier
R-flot : le triangle du haut est identifié comme D-bien-contraint ; les étapes

d, e et f montrent la rétro-propagation avec un second R-flot : il n’y a
aucun D-repère duquel dépendent des entités retirées durant la

rétro-propagation.
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Figure 7.7 -Application de l’algorithme 7.5 pour les déplacements sur
l’exemple de H : les flèches pointillées indiquent la

rétro-propagation ; l’ensemble entouré en pointillés représente la CFC
restante avec des entités de degré de repère nul.

dant au point inférieur peut être retiré (figure7.8b), puis c’est le tour de l’un des
points du triangle central (figure7.8c).

7.3 Modifications de l’algorithme de paramétrisation combi-
natoire

Dans cette section, nous proposons des modifications de l’algorithme4.1 de para-
métrisation basé sur le graphe deR-flux. Ces modifications visent à permettre la
prise en compte de systèmesG-bien-contraints comme des entités atomiques dans
le graphe deR-flux. Ces changements nécessitent deux éléments :
– la connaissance, pour chaque système atomique, du nombre de degrés de repère

nécessaire à leur fixation, et de l’ensemble des entités de cesystème susceptibles
d’être liées par une contrainte à une entité extérieure,

– une méthode permettant, à l’ajout d’une contrainte, d’identifier lesMGSauxquels
appartient cette contrainte.

Lorsqu’un sous-systèmeS est identifié commeG-bien-contraint, soitvia l’ajout
d’une contrainte, soit parce que l’utilisateur a ajouté un systèmeG-bien-contraint
atomique, les contraintes internes deS et ses nœuds de repère peuvent être suppri-
més : nous ne conservons plus que les nœuds d’entité deS, avec l’information de
leur appartenance àS. Nous ajoutons un unique nœud de repèrerS, lié à l’ensemble
des entités deS. L’arc allant d’un nœud d’entité àrS a pour capacité le nombre de
degrés de liberté de l’entité. L’arc liantrS au nœud finalnp a une capacité égale au
nombre de degrés de repère d’unG-repère.
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a b c

Figure 7.8 -La double-banane est D-bien-contrainte d’après
l’algorithme 7.5

La définition d’unR-flot maximal valide21 doit également être modifiée : il n’est
plus nécessaire, dès lors que les contraintes internes et les nœuds de repère sont
supprimés, que toutes les entités géométriques deS soient saturées : leR-flot est
valide et maximal si :
– les nœuds d’entité et de contrainte n’appartenant pas à un système identifié com-

meG-bien-contraint sont saturés, comme dans la définition48;
– la somme des arcs sortant d’un nœud d’entité appartenant à un système identifié

commeG-bien-contraint est au maximum la capacité de son arc entrant ;
– la somme des arcs sortants des nœuds d’entité appartenant àun système identifié

commeG-bien-contraint et du degré de repère de ce système est égaleau nombre
de degrés de repère d’unG-repère22.

L’algorithme4.1peut alors être modifié pour qu’à chaque ajout de contrainte,plu-
sieurs tests soient effectués :
– si une contrainteG-invariante est ajoutée entre des entités géométriques apparte-

nant à un même systèmeG-bien-contraint, elle est redondante ;
– si l’ajout de la contrainte induit la création d’un sous-systèmeG-bien-contraint,

on modifie le graphe deR-flux en conséquence, comme expliqué ci-dessus (sup-
pression des nœuds de contrainte et des nœuds de repère, ajout d’un nœud de
repère unique).

La recherche de chemin (et leur retournement) peut se faire en considérant que
n’importe quel couple d’entités géométriques d’un systèmeG-bien-contraint est
relié par une contrainte.

La figure7.9 illustre la construction incrémentale d’unGCSavec l’algorithme4.1
modifié pour prendre en compte la connaissance de laG-bonne-constriction de
sous-systèmes. Il utilise la représentation de C, chaque arc représentant ici une

21Cf. définition48p. 93
22Avec l’exception des systèmes sous-G-définis
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Figure 7.9 -Paramétrisation combinatoire avec connaissance de la
D-bonne-constriction de sous-systèmes

contrainte de distance entre deux points. Les traits pointillés indiquent la prochaine
contrainte de distance ajoutée. Les parties entourées en pointillés signalent un sys-
tèmeD-bien-contraint. Notons que, dans la mesure où en 2D un système de deux
points contraints par une distance est rigide, il ne devraiten réalité y avoir aucun
arc représenté à la figure7.9 mais, pour des raisons de clarté, nous n’affichons la
connaissance de laD-bonne-constriction que pour des systèmes plus grands qu’un
système trivial.
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Le meilleur moyen de résoudre un problème est d’en nier
l’énoncé
– André Frossard, journaliste français

Bien souvent, les méthodes de décomposition de la littérature sont liées à l’algo-
rithme de résolution qu’elles accompagnent. Une méthode dedécomposition ac-
compagnant un algorithme de résolution à base de règles seraelle-même à base
de règles, par exemple. Dans ce cas, les méthodes de décomposition souffrent des
mêmes limitations que les méthodes de résolution : lorsqu’elles sont basées sur une
analyse du graphe, elles tombent dans les pièges de la combinatoire et des erreurs de
la caractérisation de la rigidité structurelle ; lorsqu’elles sont basées sur un système
de règles, elles ne détecteront pas la bonne constriction (moduloles déplacements
ou un autre groupe) d’un sous-système si elle est due à un théorème géométrique
qui n’a pas été pris en compte par le concepteur.
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Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme de décomposition très général,
basé sur la méthode du témoin, que nous avons baptiséW-décomposition (angl. :
Witness-decomposition). Il est en fait basé sur l’existence d’un algorithme d’iden-
tification des sous-systèmesD-bien-contraints maximaux et l’algorithme que nous
avons proposé au chapitre7 est basé sur la méthode du témoin1. Cet algorithme
pourrait toutefois être remplacé par n’importe quel autre algorithme d’identifica-
tion desMRSet c’est de la puissance de cet algorithme que dépendrait directement
la méthode de décomposition correspondante.

L’objectif de laW-décomposition est de décomposer un système rigide en l’en-
semble de ses sous-systèmes rigides non triviaux, c’est-à-dire différents de leur
bord. Pour cela, le principe général, déjà esquissé dans deux articles traitant de
la méthode du témoin [MF06, JTNM06] est de retirer une contrainte du système
et de rechercher tous lesMRS du système résultant. Ceux-ci sont récursivement
W-décomposés et remplacés par leur bord.

Dans la section8.1 nous donnons les pré-requis de laW-décomposition, c’est-à-
dire les caractéristiques minimales de l’algorithme utilisé pour identifier lesMRS.
La section8.2 donne alors l’algorithme précis de laW-décomposition suivi de
quelques exemples d’utilisation. La section8.3propose une extension multi-groupe
de laW-décomposition et enfin la section8.4effectue une analyse des algorithmes
proposés dans ce chapitre et des extensions sont également proposées.

8.1 Pré-requis pour la W-décomposition

L’algorithme deW-décomposition explicité à la section8.2se base sur l’existence
d’une méthode d’identification desMRS. Nous avons donné à la section7.1 une
telle méthode, mais elle pourrait être remplacée par une autre méthode équivalente.
Dans la suite du présent chapitre, nous appelonsIdMRS l’algorithme servant à iden-
tifier les MRS. Cet algorithme doit être capable, à partir d’un système, rigide ou
non, de donner la liste de ses Sous-systèmes Rigides Maximauxnon triviaux.

Définition 56. Sous-système trivial : Un GCSS′ ⊂ S est dit trivial dansS s’il
est égal à une base deBS−S′(S′).

Exemple 24. Sous-système trivial
Dans l’esquisse de la figure7.12, les systèmes limités aux segments
[p1p4], [ p1p2] et [p2p3] (c’est-à-dire constitués chacun d’un couple
de points et de la contrainte de distance entre ces deux points) sont
triviaux : en effet, ils sont rigides et chacun confondus avec leur bord.

1Cf. section7.1
2Cf. p. 157
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De même que pour l’expression du bord, en l’absence de confusion surS, on pourra
dire d’un sous-systèmeS′ trivial dansS qu’il est trivial.

Notons qu’unGCStrivial peut avoir des sous-systèmes triviaux. Un système trivial
dont l’ensemble de contraintes est non vide contient au moins une entité géomé-
trique, or le système induit par cette entité seule (c’est-à-dire ne contenant aucune
contrainte) est lui aussi trivial.

Notons également que la trivialité d’unGCSdépend non seulement duGCSdans
lequel il est inclus mais aussi de l’univers géométrique considéré. Ainsi, un système
représentant un triangle contraint par les distances de sestrois côtés n’est pas trivial
si l’univers géométrique permet d’exprimer des contraintes d’angle : les trois angles
font en effet partie du bord. Si l’univers géométrique ne permet d’exprimer que les
trois distances, le triangle est trivial.

L’algorithme deW-décomposition est récursif et s’arrête lorsqu’un systèmeest
W-indécomposable.

Définition 57. W-indécomposabilité :SoitS = (C,X,A) un GCSrigide. S est
W-indécomposable si∀c ∈ C, lesMRSde(C\{c},X,A) sont triviaux dansS.

La fiabilité de l’algorithmeIdMRS utilisé est importante : si l’algorithmeIdMRS
n’est pas capable d’identifier lesMRSet produit une liste contenant un ou des sous-
systèmes rigides non maximaux (c’est-à-dire qui sont sous-systèmes d’unGCSri-
gide), alors la puissance de laW-décomposition sera réduite puisqu’elle ne fournira
pas tous les sous-systèmes rigides. Il existe alors un risque de classer commeW-
indécomposable un système qui a des sous-systèmes rigides non triviaux.

De même, si l’algorithmeIdMRS fournit une liste contenant des systèmes non ri-
gides, alors laW-décomposition correspondante sera inexacte.

8.2 W-décomposition rigide

8.2.1 Algorithme

L’algorithme deW-décomposition vise à décomposer un système rigide en ses
sous-systèmes rigides maximaux stricts. Par une récursionsur cesGCS, nous ob-
tenons au final l’ensemble des sous-systèmes rigides. La condition d’arrêt est l’ob-
tention d’une liste de sous-systèmes ne contenant que des systèmes triviaux.
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L’idée de laW-décomposition est de retirer une contraintec du systèmeS =
(C,X,A) à décomposer. En utilisantIdMRS, les MRS de (C\{c},X,A) sont identi-
fiés en une liste de systèmesSi. Si cette liste est vide, on réintroduit la contraintec
dans le système et on réessaie avec une autre contrainte. Si l’identification desMRS
a échoué avec toutes les contraintes, alorsS estW-indécomposable. Dans ce cas,
on renvoie la liste contenant uniquementS.

Si la liste desSi n’est pas vide, alors on réintroduit la contraintec puis chacun
de ces systèmes est remplacé par son bord. On obtient donc un systèmeS′ =
S − Σi(Si) + Σi(BS−Si (Si)). OnW-décompose récursivementS′. De même, on
W-décompose récursivement chacun desSi. On renvoie alors la concaténation des
listes obtenues dans ces diverses récursions. Ces informations peuvent bien évi-
demment être structurées, par exemple sous la forme d’un arbre, en renvoyant un
arbre dont la racine estS et dont les fils sont les arbres (éventuellement limités à
une feuille dans le cas d’un systèmeW-indécomposable) renvoyés par chacune des
récursions surS′ et les systèmesSi.

Le pseudo-code de laW-décomposition est donné à l’algorithme8.1.

À la ligne 15 de l’algorithme, il faut ajouter le bord d’un système que l’on a retiré
à la ligne d’au-dessus. Le calcul du bord peut sembler aisé, dans la mesure où l’on
sait que pour unGCSrigide, la connaissance de l’ensemble des distances point à
point et des angles entre deux droites et entre deux plans permet de caractériser
l’ensemble des solutions. Toutefois, calculer l’ensemblede ces informations sur les
entités géométriques communes au systèmeSi et au reste deS peut mener à un
système qui, quoique bien contraint, est génériquement sur-contraint.

L’algorithme deW-décomposition en lui-même n’est pas sensible à la sur-cons-
triction générique. Toutefois, si l’algorithmeIdMRS utilisé est sensible à cela, il est
nécessaire de s’assurer que le bord calculé n’est pas génériquement sur-contraint.
Rappelons que dans le chapitre63 nous donnons une méthode de calcul incrémental
du bord, basée sur le témoin elle aussi, qui assure que le système ainsi calculé n’est
pas génériquement sur-contraint.

La W-décomposabilité d’un système ne présume pas de sa résolubilité : encore
faut-il être capable de résoudre les feuilles, c’est-à-dire les systèmesW-indécompo-
sables. Le premier exemple de la section8.2.2termine par exemple sur des feuilles
considérées comme délicates à résoudre, puisqu’il s’agit de systèmes non construc-
tibles à la règle et au compas, en l’occurence des systèmesK3,3 que nous avons déjà
vu en figure1.12.

En revanche, si les systèmesW-indécomposables sont résolubles par les solveurs

3Cf. section6.3.1p. 139
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Entrées:
S = (C,X,A) : Un GCSrigide

Résultat :
Arbre desMRS deS

répéter
2 Sélectionner une contraintec ∈ C
3 L← liste desMRS de (C\c,X,A) identifiés parIdMRS

tant que L contient uniquement desMRStriviaux faire
Sélectionner une contraintec qui n’a pas encore été sélectionnée
L← liste desMRS de (C\c,X,A) identifiés parIdMRS

jusqu’à ce que toutes les contraintes aient été testées ou qu’il y aitunMRS
non trivial
si L contient uniquement desMRStriviaux alors

retourner une feuille étiquetée parS
sinon
A ← arbre sans fils étiqueté parS
pour chaqueSi ∈ L faire

13 Enraciner laW-décomposition deSi comme fils deA
S ← S − Si

15 S ← S + BS(Si)

16 Enraciner laW-décomposition deS comme fils deA
retourner A

Algorithme 8.1:W-décomposition
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dont on dispose, alors on a l’assurance de pouvoir assemblerleurs solutions par
des transformations géométriques. En effet, lorsqu’un sous-systèmeS′ rigide est
identifié dans un système rigideS, son bord ne peut pas être sous-D-défini4 (sinon,
cela signifierait queS′ est en libre rotation autour de son unique point commun
avec le reste du système, ou en libre translation le long de l’unique droite ou de
l’unique plan commun). Par définition du bord, sif1 est une solution deS′ et f2 est
une solution deS − S′ + BS−S′(S′), il existeϕ ∈ D, ϕ( f1) ≡Xe f2, c’est-à-dire que
l’on peut donc déplacer une solution deS′ pour qu’elle soit compatible avec une
solution du système oùS′ a été remplacé par son bord.

Une autre possibilité5 serait de ne pas remplacer lesMRS identifiés par leur bord,
mais de les conserver, et de sélectionner tour à tour toutes les contraintes pour s’as-
surer d’avoir identifié toutes lesMRS stricts. Dans ce cas, toutefois, on obtient une
liste de sous-systèmes rigides sans assurance d’être capable de les assembler. Rien
n’assure, par exemple, que l’on se retrouve dans un cas qu’O [Owe91], S-
 [Sit06] ou S [Sun87] sachent assembler.

8.2.2 Exemples d’application

8.2.2.1 Premier exemple 2D : double K3,3

Illustrons l’exécution de l’algorithme sur l’exemple de lafigure8.1a, qui représente
unGCSS D-bien-contraint en 2D. Son graphe de contraintes est 3-connexe et pos-
sède deux sous-graphesK3,3 rigides :p1p3p5p9p8p7 et p2p10p11p12p6p4 (il s’agit de
systèmes comme celui représenté à la figure1.12), connectés par trois contraintes
de distance. L’ensemble étant rigide, l’algorithmeIdMRS doit renvoyer un unique
MRS. Considérons la sélection de deux contraintes à la ligne2 de l’algorithme8.1:
les contraintesc1 etc2, représentées en pointillés.

En sélectionnant la contraintec1, l’appel àIdMRS à la ligne3 identifie quatreMRS:
les deux sous-systèmesK3,3, et chacune des deux barres rigides entre eux. Ces deux
derniers sont triviaux. En remplaçant les deux hexagones rigides par leur bord, on
obtient le système de la figure8.1b. Les récursions montrent que le système résul-
tant estW-indécomposable (ligne16), comme le sont chacun des deux hexagones
rigides (ligne13).

Si l’on ne sélectionne pas la contraintec1 mais plutôt la contraintec2, l’hexagone de

4Cf. théorème3 p. 71
5Par exemple dans le cas où l’on ne dispose pas d’une méthode decalcul d’un bord qui ne soit

pas génériquement sur-contraint et oùIdMRS est sensible à la sur-constriction générique
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Figure 8.1 -Exemple d’utilisation de laW-décomposition rigide sur un
GCS 2D 3-connexe (les traits représentent des distances point-point) ; a :
GCS dont le graphe de contraintes est 3-connexe fait de deux systèmes

K3,3 connectés par 3 contraintes ; b (resp. c) : systèmes obtenus en
remplaçant les MRS identifiés par l’algorithme 8.1 par leur bord quand la

contrainte c1 (resp. c2) est sélectionnée.

gauche de la figure8.1a (p1p3p5p9p8p7) n’est plus rigide. L’appel àIdMRS n’iden-
tifie donc, commeMRS non trivial, que l’hexagone de droite de la figure8.1a
(p2p10p11p12p6p4). Une fois qu’il est remplacé par son bord, on obtient le système
représenté à la figure8.1c. Ce système estW-décomposable : dès que la contrainte
sélectionnée sera en dehors de l’hexagone de gauche, celui-ci sera identifié comme
rigide et remplacé par son bord, ce qui ramènera au système dela figure8.1b.

8.2.2.2 Second exemple 2D : hexagone « de V »

Étudions maintenant un exemple construit sur un univers géométrique plus vaste
que celui de la figure8.1, constitué uniquement de distances point-point. La fi-
gure8.2 représente un hexagone rigide qui, comme l’hexagone de la figure 1.12,
n’est pas constructible à la règle et au compas. Il est, en revanche, décomposable
(il est notamment décomposable par la méthode d’O étendue à un univers géo-
métrique incluant des angles) et nous allons montrer comment s’effectue saW-
décomposition. Les différentes étapes sont représentées à la figure8.3.

Supposons que la première contrainte sélectionnée soit l’angle p̂1p2p3. Comme
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Figure 8.2 -Hexagone « de
V » [VSR92]

le montre la figure8.3a, les MRS du système résultant de la suppression de la
contrainte d’angle sont le trianglep3p4p5, le trianglep1p5p6, la barrep1p2 et la
barre p2p3. Ces deux derniers sont des systèmes triviaux. Les deux triangles, en
revanche, ne sont pas égaux à leur bord, puisque le bord dep3p4p5 est le système
engendré par la distance entrep3 et p5, par exemple.

Le remplacement des deuxMRSnon triviaux par leur bord mène au système repré-
senté à la figure8.3b. La récursion sur chacun de cesMRS mènera à la conclusion
qu’ils sontW-indécomposables. Concernant la récursion sur le système résultant
de leur remplacement, la sélection de la contrainte de distance entrep1 et p2 ou entre
p2 et p3 ne mènera pas à la détection d’un autreMRSnon trivial, comme le montre
la figure8.3c. En revanche, si l’on sélectionne la contrainte de distanceentrep3 et
p5 (il en serait de même avec celle entrep1 et p5), alors leMRS p1p2p3 est identifié
et remplacé par son bord. Cela mène au système représenté à la figure8.3d, qui est
W-indécomposable.

8.2.2.3 Exemple 3D

Considérons maintenant un exemple en dimension 3, avec le système de la fi-
gure8.4a. Les segments (pleins ou pointillés) représentent des contraintes de dis-
tance. L’œil humain y voit un système composé d’une pyramide(acedg) dont la
base est un quadrilatère (aced), qu’elle partage avec un polyèdreP non régulier
(autrement, il s’agit d’un cas dégénéré) ayant deux faces triangulaires et trois faces
quadrangulaires (non contraintes à être planaires).
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Figure 8.3 -W-décomposition rigide de l’hexagone « de V »
(cf. figure 8.2). Voir texte.
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Figure 8.4 -W-décomposition rigide d’un système 3D. a : esquisse d’un
système rigide ; b : remplacement de la pyramide par son bord (le

système résultant estW-décomposable).

L’ensemble est rigide, aussi l’utilisation d’IdMRS mène à l’identification de l’en-
semble du système. Supposons que l’on sélectionne la distance qui est en diago-
nale d’un des quadrilatères (b-e). La pyramide est identifiée comme unMRS et
est remplacée par une base de son bord, c’est-à-dire les quatre contraintes de dis-
tance qu’elle partage avec le reste du système et deux autrescontraintes, ici des
contraintes d’angle. Le système résultant est représenté àla figure8.4b.

Le MRSde la pyramide est encoreW-décomposable : si l’on retire l’une des quatre
distances qu’elle partage avecP, par exemple la distancec-e, on identifie comme
rigide une moitié de la pyramide,adeg.

De même, leGCSde la figure8.4b est encoreW-décomposable : si l’on retire la
contrainte entreeet f , on identifie comme rigide le polyèdreabcde.

8.3 Extension multi-groupe

8.3.1 Algorithme

L’algorithme deW-décomposition que nous avons présenté a pour objectif de dé-
composer unGCSrigide en ses sous-systèmes rigides. Il se base sur un algorithme



Extension multi-groupe 185

d’identification des sous-systèmes rigides maximaux. Danscette section, nous dis-
cutons une extension multi-groupe de laW-décomposition, c’est-à-dire une ex-
tension décomposant unGCSnon forcément rigide en ses sous-systèmesG-bien-
contraints avecG un groupe de transformations dans l’ensembleG des groupes que
l’on sait gérer.

Pour cela, il est nécessaire de disposer d’un algorithme d’identification des sous-
systèmes maximaux bien-contraintsmodulon’importe lequel des groupes deG.

Identifier des systèmes bien contraintsmoduloles translations ou les rotations est
aisé si l’on dispose d’un algorithme d’identification desMRS, puisqu’il suffit de re-
chercher lesMRSdont une direction est fixée ou dont un point est fixé. La recherche
des systèmesS-bien-contraints maximaux en revanche doit être un algorithme à
part. Là encore, l’extension de la méthode du témoin proposée à la section7.1.2
réalise cela pour n’importe quel groupe de transformationsdont on connaît les dif-
férents types de repère.

L’algorithme deW-décomposition en lui-même nécessite peu de modifications :il
convient, plutôt que d’identifier lesMRS, de chercher à identifier les sous-systèmes
G-bien-contraints pour chaqueG ∈ G. Comme l’a montré [SM06], il est préférable
alors de commencer par le plus petit groupe de transformations puis de remon-
ter dans les groupes de transformations : on ne teste un groupe G que si tous les
groupesG′ ⊂ G ont déjà été testés. Dans la suite, nous appelons cet ordre par-
tiel l’ordre d’inclusion croissant. Dans notre implantation, les groupes considérés
sont les compositions des rotations, des translations et des homothéties : nous com-
mençons donc par l’identité, puis passons aux rotations et translations, puis aux
déplacements et enfin aux similitudes.

Lors de la récursion sur un sous-systèmeG-bien-contraint, il est inutile de chercher
à identifier des sous-systèmesG′-bien-contraints siG′ ⊂ G puisqu’il ne peut en
exister que dans un cas. Il s’agit du cas spécifique d’un système S qui est à la
fois G-bien-contraint etG′-bien-contraint6. Dans ce cas, le sous-systèmeG′-bien-
contraint maximal deS estS lui-même, ce qui signifie que laW-décomposition
deS pour le groupeG′ aura déjà été effectuée avant l’appel récursif. Ainsi, on peut
avoir l’assurance que, dans l’arbre rendu par l’algorithmedeW-décomposition, les
fils d’un nœud donné sont tous bien-contraintsmoduloun groupe plus grand que le
groupe de bonne constriction de leur parent.

Par conséquent, l’assemblage des fils d’un nœud dont le groupe de bonne constric-
tion est dansG pourra s’effectuer sans difficultés. En effet, le théorème3 nous as-
sure que le bord d’un filsSi par rapport au reste du système est un repère pourGi, le

6Par exemple avecG les déplacements etG′ le groupe engendré par les déplacements et les
symétries
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groupe de bonne constriction deSi. Les systèmes sont donc compatibles pour une
jointure par transformation.

Lors du premier appel à l’algorithme deW-décomposition multi-groupe, le groupe
de bonne constriction du système est inconnu et il est même possible qu’il soit
sous-contraintmodulotous les groupes deG. Il faut donc commencer par une re-
cherche, sans sélection de contraintes, des sous-systèmesG-bien-contraints pour
tous lesG ∈ G dans l’ordre d’inclusion croissant explicité plus haut. L’algorithme
deW-décomposition multi-groupe à proprement parler est alorsutilisé sur ces sys-
tèmes. Le pseudo-code est donné à l’algorithme8.2.

Entrées:
S = (C,X,A) : Un GCS
G : Le groupe de bonne constriction deS
G : Ensemble partiellement ordonné des groupes de transformations
considérés

Résultat :
Arbre des sous-systèmes deS et de leur groupe de bonne constriction

pour chaqueG′ ∈ G tel que G′ ⊆ G, dans l’ordre d’inclusion croissantfaire
L← liste vide
répéter

Sélectionner une contraintec ∈ C
L← liste desGCSG′-bien-contraints de (C\c,X,A)
tant que L contient uniquement desGCSG′-bien-contraints triviaux
faire

Sélectionner une contraintec qui n’a pas encore été sélectionnée
L← liste desGCSG′-bien-contraints de (C\c,X,A)

jusqu’à ce que toutes les contraintes aient été testées ou qu’il y aitun
GCSG′-bien-contraint non trivial
si L contient desGCSG′-bien-contraints non triviauxalors
A ← arbre sans fils étiqueté par (S,G)
pour chaqueSi ∈ L faire

Enraciner laW-décomposition deSi comme fils deA
S ← S − Si

S ← S + BS(Si)

Enraciner laW-décomposition deS comme fils deA
retourner A

// On n’a trouvé aucun sous-système non trivial

retourner une feuille étiquetée par(S,G)

Algorithme 8.2:W-décomposition multi-groupe
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8.3.2 Exemple

Considérons à nouveau le système de la figure3.3(p. 72) et ajoutons une contrainte
fixant la direction de la base du triangle. Le système est doncbien contraintmodulo
les translations.

La première phase de l’algorithme (qui n’apparaît pas dans le pseudo-code donné à
l’algorithme8.2) consiste à rechercher lesMGS pour les différents groupes consi-
dérés, en commençant par le plus petit groupe. La recherche de systèmes bien
contraintsmodulol’identité, les rotations ou les homothéties sera un échec,mais
la fixation d’un repère pour les translations permet d’identifier l’ensemble du sys-
tème. L’algorithme8.2est alors exécuté sur ce système.

La boucle principale de l’algorithme va donc commencer avecles translations.
Quelle que soit la contrainte sélectionnée, aucun système non trivial ne sera iden-
tifié, le seul système bien contraintmoduloles translations étant la droite dont la
direction est fournie comme paramètre.

La recherche de systèmesD-bien-contraints maximaux va aboutir à l’identification
du système engendré par la contrainte de distance (sauf lorsque celle-ci a été sélec-
tionnée), qui est un système trivial.

La recherche de systèmes bien contraintsmodulola composition des homothéties
et des translations va échouer à trouver des systèmes non triviaux jusqu’à ce que
la contrainte sélectionnée soit la contrainte de distance.Le système identifié sera
alors celui du milieu de la figure3.3(plus la contrainte fixant la direction de la base
commune aux deux triangles).

Ce système estW-indécomposable, le seul système maximal que l’on puisse iden-
tifier étant le triangle inférieur, qui est trivial. Le remplacement de ce système par
son bord aboutit au système engendré par la contrainte de distance, auquel est ajouté
la fixation de la direction de la droite passant par les deux points. Ce système est
W-indécomposable.

LaW-décomposition aboutit donc à la décomposition en deux systèmes : un sys-
tème bien contraintmodulola composition des homothéties et des translations et un
système bien-contraintmoduloles translations.
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8.4 Analyse

8.4.1 Complexité

Le temps d’exécution de l’algorithme deW-décomposition dépend en partie de
l’ordre dans lequel les contraintes sont sélectionnées : eneffet, si l’on commence
par parcourir des contraintes telles qu’aucun système non trivial n’est trouvé, on
exécute inutilement plusieurs fois l’algorithme d’identification desMGS.

Bien plus encore, le temps d’exécution de laW-décomposition dépend du temps
d’exécution de l’algorithme d’identification desMGS. S’il a une complexité en
O(y), alors la complexité de l’algorithme8.1 est dans le pire des cas (une seule
contrainte permet d’identifier desMRS non triviaux et elle est à chaque fois la der-
nière sélectionnée) deO(myl), où l est la profondeur de l’arbre etm le nombre de
contraintes. L’algorithme8.2 a une complexité plus élevée puisque les différents
groupes doivent être testés. Avecp = |G|, sa complexité dans le pire des cas est
donc deO(lymp).

L’algorithme que nous utilisons, basé sur la méthode du témoin, a une complexité
enO(m2n), où n désigne classiquement le nombre de colonnes de la matrice – le
nombre de degrés de liberté du système – etm le nombre de lignes – le nombre
de contraintes. La complexité de l’algorithme8.1 est donc dans le pire des cas de
O(m3nl). L’algorithme8.2a quant à lui une complexité deO(m3npl).

8.4.2 Pouvoir de résolution

La puissance de résolution de notre algorithme dépend énormément de la fiabilité
de l’algorithme d’identification des sous-systèmes bien contraints : si cet algorithme
échoue à identifier tous lesMGS, laW-décomposition ne sera pas complète, de
même que si des sous-systèmes sont classés comme bien contraints alors qu’ils ne
le sont pas, laW-décomposition ne sera pas correcte.

Cela étant, la puissance de laW-décomposition réside précisément dans le fait
qu’elle ne dépend pas d’une seule méthode d’identification desMGS. LaW-dé-
composition peut ainsi facilement être utilisée dans une architecture multi-agent,
afin de profiter des puissances d’identification de différentes méthodes et ce quel
que soit le paradigme de ces méthodes : à base de règles, combinatoire, symbo-
lique, numérique voire hybride. Il est néanmoins importantde garder en tête que
la complexité de laW-décomposition est alors enO(mlY) (O(lYmp) dans le cas
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Figure 8.5 -SystèmeW-décomposable 2D (le système coloré en bleu est
rigide)

multi-groupe) si la méthode d’identification desMGS la plus coûteuse est enO(Y).

En utilisant, pour l’identification desMGS, notre méthode basée sur le témoin dé-
taillée au chapitre7, nous avons la certitude de disposer d’un algorithme de dé-
composition plus puissant que les algorithmes de la littérature, et ce pour plusieurs
raisons :
– tout d’abord, il est indépendant de la connexité du graphe de contrainte. Par

exemple, la figure8.5donne un exemple d’unGCSdont le graphe de contrainte
est 4-connexe et qui estW-décomposable, et ce quel que soit le système coloré
en bleu, du moment qu’il est rigide. On peut de même générer unexemple de
systèmen-connexeW-décomposable pour n’importe quelle valeur den ;

– de plus, il n’est pas basé sur une formation de clusters. Si l’on remplace le sys-
tème coloré en bleu de la figure8.5par le système de la figure8.6, les méthodes
actuelles échouent à décomposer, alors que laW-décomposition détecte la rigi-
dité du système en bleu et le remplace par son bord.

Il est facile de voir par exemple que
– tous lesGCSdécomposables par la méthode d’O [Owe91] sontW-décompo-

sables, puisque les paires d’articulation sont détectées par suppression d’une
contrainte ;

– tous lesGCSqui sont décomposables par une méthode de formation de cluster ou
sur la recherche de parties rigides minimales sont égalementW-décomposables.

La décomposition ultime consiste à fournir un système d’équations triangulaire.
Pour tous les systèmes algébriques, la décomposition de R-W [CG90] ou les
bases de G̈ [Buc85] permettent de telles décompositions mais elles sont in-
utilisables en pratique dans le domaine de laCAO, de par leur complexité algorith-
mique.

LaW-décomposition utilisant l’identification basée sur le témoin n’est pas aussi
puissante que ces méthodes algébriques puisqu’il est possible de construire une
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Figure 8.6 -Système
W-indécomposable 2D

Figure 8.7 -Système
W-indécomposable 2D avec

un nombre d’entités
géométriques arbitraire

famille infinie de systèmes de contraintesW-indécomposables comme celui repré-
senté à la figure8.7 : il n’y a aucune contrainte dans ce système dont le retrait
produit unMGSplus grand qu’un système induit par une distance point-point. Tou-
tefois, ce type deGCSest plutôt rare dans la pratique.

8.5 Correction et complétude

L’algorithme deW-décomposition remplace explicitement un sous-système iden-
tifié commeG-bien-contraint par son bord. Le théorème3 nous permet en outre
de nous assurer que les sous-systèmesG-bien-contraints identifiés partagent unG-
repère avec le reste du système et que l’on sera donc toujourscapable d’assembler
les solutions des sous-systèmes ensemble.

LaW-décomposition est donc correcte et complète à condition que les solveurs
utilisés pour résoudre les systèmesW-indécomposables soient corrects et complets.
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Nous avons proposé une extension de la méthode du témoin permettant l’identi-
fication des sous-systèmesG-bien-contraints (MGS) d’un système quel que soit
son niveau de constriction. Nous avons fourni des pistes pour effectuer cette iden-
tification dans les graphes deR-flux sans avoir recours au témoin et montré les
limites de ces pistes. Nous avons adapté les algorithmes de paramétrisation de la
partieII pour prendre en compte l’information de laG-bonne-constriction de sous-
systèmes. Nous avons également déduit de la méthode d’identification desMGS
l’algorithme deW-décomposition qui décompose un systèmeG-bien-contraint en
ses sous-systèmes strictsG-bien-contraints.

Parmi les perspectives de ces travaux se trouve naturellement la recherche de con-
tournement des limites que nous donnons pour l’identification des sous-systèmes
G-bien-contraints sans avoir recours au témoin. Mettre au point une telle méthode
permettrait de sensiblement améliorer l’efficacité de nos algorithmes : leur com-
plexité est actuellement dominée par celle de la méthode du témoin, nécessaire pour
assurer que l’ajout d’une contrainte n’amène pas une sur-constriction générique.
En connaissant le groupe de bonne constriction des différents sous-systèmes, nous
pourrions vérifier la non redondance d’une nouvelle contrainte en vérifiant qu’il ne
s’agit pas d’une contrainteG-invariante concernant des entités géométriques appar-
tenant à un même systèmeG-bien-contraint.

L’extension des algorithmes de paramétrisation tirant parti de la connaissance du
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groupe de bonne constriction de sous-systèmes n’est elle-même pas fiable en cela
qu’elle tombe dans le piège de la caractérisation de L et échoue donc à recon-
naître la sur-constriction générique dans un système commecelui de la « double-
banane ». Un ajout de connaissances géométriques pourrait être envisagé en utili-
sant un décompte des degrés de liberté en séparant les degrésde liberté en rotation
et les degrés de liberté en translation [Kra92]. Pour être intéressante, cette approche
doit rester dans la lignée de nos travaux et ne pas favoriser les déplacements dans le
raisonnement géométrique. Pour cela, il est nécessaire de mener une réflexion sur
les degrés de liberté en homothétie et la caractérisation dunombre de ces degrés.

En outre, les algorithmes de paramétrisation, même améliorés pour tenir compte
des informations deG-bonne-constriction de sous-systèmes, ne profitent pas de la
puissance de résolution des méthodes de décomposition récentes et échouent par
exemple à mener à un plan de construction strict pour des systèmes décomposables
par la méthode d’Omais dont le bord des sous-systèmes n’apparaît pas explici-
tement dans leGCS. Pour corriger cela, il est nécessaire d’ajouter une connaissance
géométrique en remplaçant un sous-système dont on connaît le groupe de bonne
constriction par son bord. Une telle opération est aisée dans le graphe deR-flux : il
suffit de
– retirer les nœuds de contrainte du sous-système ainsi que les nœuds d’entité géo-

métrique n’appartenant pas au bord ;
– amener les nœuds d’entité géométrique du bord à saturationen augmentant si

besoin leur degré de repère ;
– utiliser l’algorithme d’ajout de contrainte pour rajouter une à une les contraintes

du bord.
Il faut bien entendu faire attention, dans la dernière étape, à ne pas créer de sur-
constriction générique lors de l’ajout du bord. Or ceci nécessite pour le moment
l’interrogation du témoin. Il faut donc également être capable, en restant dans un
processus de calcul incrémental, de mettre à jour la matriceJacobienne pour tenir
compte de la suppression des contraintes du sous-système identifié commeG-bien-
contraint. Une telle extension de la méthode du témoin resteà mettre au point.
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Ce n’est pas parce qu’un problème n’a pas été résolu qu’il
est impossible à résoudre
– Agatha Christie, romancière britannique

Dans ce manuscrit, nous nous sommes intéressé à la décomposition et à la para-
métrisation de systèmes de contraintes géométriques sous-contraints, avec le point
de vue multi-groupe amenant à considérer la bonne constriction relativement à des
groupes de transformation. Nous avons rappelé, dans la partie I, comment se forma-
lisaient les systèmes de contraintes géométriques et leursopérations et avons donné
un aperçu des méthodes de résolution existantes en mettant un accent particulier sur
les articles traitant de systèmes sous-contraints. Nous avons ensuite proposé, dans
la partie II , des algorithmes incrémentaux de paramétrisation combinatoire d’un
système de contraintes géométriques et une méthode pour en déduire un plan de
construction par blocs. Nous avons enfin abordé, dans la partie III , la décomposi-
tion de systèmes de contraintes géométriques et l’identification des sous-systèmes
bien contraintsmoduloun groupe connu.

Ces travaux proposent une nouvelle approche des systèmes de contraintes géomé-
triques sous-contraints, généralement considérés comme des systèmes à corriger :
nous les considérons comme des systèmes susceptibles de décrire un objet final
dont le niveau de constriction correspond aux attentes du concepteur. Nous repre-
nons l’approche multi-groupe et proposons d’une part de nous ramener à un nombre



194 Conclusion

fini de solutions en fixant un repère et d’autre part en identifiant les sous-systèmes
bien contraints maximaux.

1 Contributions

Nos travaux ont mené à la mise au point d’algorithmes incrémentaux, de complexité
quadratique, permettant de calculer une paramétrisation combinatoire d’unGCS,
sous la forme du nombre de degrés de liberté à fixer pour chaqueentité géométrique.
Ces algorithmes sont fondés sur les graphes deR-flux, qui sont des graphes bipartis
entités-contraintes dans lesquels nous ajoutons, pour chaque nœud correspondant à
une entité géométrique, un nœud de repère dont la saturationn’est pas impérative.
Ceci permet de simuler la fixation d’un nombre quelconque de degrés de liberté.
Nous adaptons des algorithmes de calcul d’un couplage parfait aux graphes deR-
flux pour trouver une configuration du flux saturant tous les nœuds de contrainte et
d’entité. Les degrés de repère des nœuds d’entités nous fournissent une paramétri-
sation combinatoire duGCS. Nous proposons un algorithme de modification de la
configuration du graphe deR-flux permettant une modification à la volée de la para-
métrisation. Nous montrons également comment prendre en compte la connaissance
du groupe de bonne constriction de sous-systèmes dans le calcul de la paramétrisa-
tion.

Nos algorithmes de paramétrisation sont sensibles à la sur-constriction générique.
Nous proposons donc un algorithme incrémental de détectionde contraintes re-
dondantes, utilisant l’analyse de la matrice Jacobienne dusystème de contraintes
géométriques évaluée en un témoin, ayant la même complexitéque l’interroga-
tion classique du témoin. Nous en déduisons une méthode de calcul d’une base
du bord d’un système par rapport à un autre système, permettant le remplacement
d’un sous-système par son bord en assurant que le résultat n’est pas génériquement
sur-contraint. Nous montrons que ce remplacement permet d’assurer la correction
et la complétude des méthodes de décomposition.

Nous proposons un algorithme d’identification des sous-systèmes rigides maxi-
maux, utilisant lui aussi une analyse de la matrice Jacobienne évaluée en un té-
moin. Nous l’étendons en un algorithme d’identification dessous-systèmesG-bien-
contraints maximaux pour tous les groupesG dont on connaît les types de repère.
Nous proposons une version incrémentale de cet algorithme.Nous proposons des
pistes pour identifier les sous-systèmesG-bien-contraints dans le graphe deR-flux
sans faire appel au témoin et montrons les limites de cette approche. Nous pro-
posons une méthode de décomposition générale d’unGCS G-bien-contraint en
ses sous-systèmes strictsG-bien-contraints maximaux, appeléeW-décomposition,
fondée sur l’identification desMGS après retrait d’une contrainte.
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2 Bilan

Les algorithmes de paramétrisation fournissent une liste du nombre de degrés de
liberté à retirer à chaque entité géométrique pour revenir àun nombre fini de solu-
tions. L’interprétation géométrique de cette paramétrisation combinatoire permet de
donner un retour visuel à l’utilisateur concernant la flexibilité de l’objet décrit par
le système de contraintes géométriques : en sachant quels points doivent être fixés
dans l’espace, quelles directions doivent être explicitées, l’utilisateur sait aussi quels
éléments géométriques sont mobiles.

L’algorithme d’identification des sous-systèmesG-bien-contraints maximaux per-
met d’indiquer à l’utilisateur quelles sont les parties de l’objet qui sont solidaires
les unes des autres : quels sous-systèmes sont rigides, quels sous-systèmes peuvent
être mis à l’échelle,etc..

La méthode de vérification incrémentale de la redondance d’une contrainte nous
permet d’assurer que l’objet conçu n’est pas génériquementsur-contraint et d’aver-
tir l’utilisateur lorsqu’il ajoute une contrainte susceptible d’empêcher l’existence de
solutions dans l’espace euclidien. Ces contraintes redondantes peuvent être conser-
vées pour servir durant le parcours de l’espace des solutions, en sélectionnant uni-
quement les figures qui respectent ces contraintes.

Si le plan de construction (que l’on déduit de la paramétrisation) contient des sous-
systèmes à plusieurs entités géométriques qui doivent êtreconstruits atomiquement,
l’algorithme deW-décomposition nous permet de décomposer ces sous-systèmes
jusqu’à obtenir des systèmes suffisamment simples pour être construits directement
ou pour être résolus numériquement avec une erreur faible. Les propriétés de la
W-décomposition, associées à la démonstration des conditions de correction et de
complétude des méthodes deW-décomposition, nous autorisent à assurer que nous
trouvons toutes les solutions et uniquement des solutions,à condition que les mé-
thodes de résolution des systèmesW-indécomposables soient elles aussi correctes
et complètes.

L’incrémentalité de tous nos algorithmes, qui ne s’accompagne d’aucun sur-coût de
complexité ni en temps ni en espace, favorise une modélisation par essai/erreur :
l’utilisateur réalise une esquisse initiale et obtient un retour visuel sur le niveau de
constriction du système de contraintes géométriques. Il peut ensuite, si le résultat
ne lui convient pas, modifier l’esquisse, la paramétrisation se mettant à jour auto-
matiquement.

Dans cette démarche, tous les systèmes de contraintes géométriques sont manipulés
de manière homogène, qu’ils soient rigides, bien-contraintsmoduloun autre groupe
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que les déplacements ou sous-contraintsmoduloles groupes de transformation ob-
tenus par composition des rotations, des translations et des homothéties.

3 Interfaces intuitives de modélisation par contraintes

Nos travaux permettent d’envisager la mise au point de logiciels de modélisation
par contraintes accessibles à des utilisateurs non experts, à partir des éléments vi-
suels sur le niveau de constriction, de la décomposition en sous-systèmesG-bien-
contraints maximaux et de la donnée d’un plan de construction paramétré.

Sur l’illustration de la figure8.8, nous avons représenté ce que pourrait être le re-
tour visuel offert par notre paramétrisation dans un modeleur géométriqueà base
de contraintes7. Nous imaginons ici que l’utilisateur a spécifié les caractéristiques
techniques d’une voiture au moyen de contraintes géométriques puis a fourni un
plongement courbe précis aux différentes parties du véhicule.

Le logiciel deCAO fournit un dessin à l’échelle respectant les contraintes imposées
par l’utilisateur. Il ajoute, sur cette figure, une représentation graphique (en rouge
sur la figure8.8) de la paramétrisation calculée. Ici, il indique qu’il fautfixer :
– la position dans l’espace du pare-chocs (a) ;
– une direction sur chaque roue (b etc) ;
– une direction sur la portière (d) ;
– une direction sur la poignée (e) ;
– une direction sur le cache du réservoir (f ) ;
– une direction sur le capot (g) ;
– la hauteur de la vitre (h).
Avec ces indications, l’utilisateur a une première intuition des parties du véhicule
qui sont en mouvement. Pour compléter cette intuition, nouslui indiquons quels
sont les éléments dont la position dépend d’un élément de repère. L’identification
des sous-systèmes rigides maximaux nous permet en outre de lui indiquer quelles
sont les différentes parties rigides. La figure8.9montre par exemple ce que pourrait
indiquer le modeleur lorsque l’utilisateur sélectionne ladirection posée sur le capot.
L’utilisateur voit ainsi que le capot est un élément rigide et que changer la valeur
donnée à la direction déplace l’intégralité du capot.

La donnée d’un plan de construction paramétré permet de calculer les solutions à
partir d’une valuation des paramètres. Elle peut donc également permettre de faire

7Nos algorithmes ne suffiraient en réalité pas à obtenir cette paramétrisation, dansla mesure où
un grand nombre des contraintes imposées dans la conceptiond’un véhicule sont des contraintes
de non intersection de volumes, que nous ne prenons pas en compte car elles relèvent plus de la
simulation mécanique que des constructions géométriques.
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Figure 8.8 -Exemple de retour visuel possible avec notre paramétrisation

Figure 8.9 -Exemple de retour visuel possible avec l’identification des
MRS
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Figure 8.10 -Exemple de retour visuel possible avec un plan de
construction paramétré

varier les valeurs des paramètres et de mettre à jour interactivement la/les solu-
tion(s). L’utilisateur peut alors vérifier l’intuition quelui offrent la paramétrisation
et l’identification des sous-systèmes bien contraints en sélectionnant un élément de
repère et en en modifiant la position. Cette approche est désormais classique dans les
logiciels de géométrie dynamique tels que GeoGebra [Geo], Cabri Géomètre [Cab]
ou Cinderella [Cin].

Il est même possible d’envisager de faire varier automatiquement les valeurs des
paramètres pour générer une animation qui permet à l’utilisateur de visualiser un
sous-espace des solutions et ainsi d’avoir une excellente intuition des libertés de
mouvement des différentes parties de l’objet décrit par le système de contraintes
géométriques. La figure8.10donne un exemple d’une telle animation, où le mode-
leur fait varier d’une part la direction positionnant le cache du réservoir par rapport
au reste du système et d’autre part la hauteur de la vitre.

Un tel modeleur permettrait à l’utilisateur un parcours intuitif de l’espace des solu-
tions en lui proposant plusieurs modalités de parcours :
– en faisant varier les valeurs des paramètres, l’utilisateur visualise les mouvements

autorisés ;
– en ajoutant une contrainte, l’utilisateur sélectionne unsous-ensemble des solu-

tions qui satisfait une condition particulière.
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4 Perspectives

En plus des perspectives que nous avons évoquées en conclusion des trois parties8,
un certain nombre de travaux complémentaires sont à effectuer pour permettre les
horizons applicatifs que nous venons d’évoquer.

Ainsi, nous avons évoqué que des mécanismes étaient connus,dans le domaine de
la géométrie dynamique, pour réinterpréter interactivement un plan de construction
lorsque l’utilisateur modifie les valeurs des paramètres. Toutefois, contrairement
aux logiciels de géométrie dynamique, nous nous situons dans un cadre applicatif
où l’utilisateur n’a pas explicitement donné un plan de construction, mais où celui-
ci est calculé par le modeleur. En fonction de la paramétrisation calculée, les entités
géométriques dont la position dépend d’un élément de repèredonné ne sont pas
les mêmes. Il est donc possible, lorsque l’utilisateur demande à modifier la valeur
d’un élément de repère, que la liste des entités géométriques dont la position est
recalculée ne corresponde pas à ce qu’il veut. Sur l’exempledonné plus haut de la
paramétrisation d’une voiture, si l’utilisateur translate vers le bas le point fixant le
pare-chocs (a sur la figure8.8), faut-il opérer une translation sur l’ensemble de la
voiture ou doit-on chercher, par exemple, à conserver inchangée la position du haut
de la vitre ?

Lorsqu’un élément de repère change de valuation sur demandede l’utilisateur, on
peut avoir à recalculer la position d’une entité géométrique qui dépend également
d’autres éléments de repère. La question peut alors se poserde l’opportunité de
modifier aussi les valeurs de ces éléments de repère. Sur la figure8.8, si l’utilisateur
modifie la direction de la portière (d), l’ensemble de la portière va subir une rotation
centrée sur l’axe du mécanisme reliant la portière au reste de la voiture. Faut-il alors
opérer cette même rotation sur la direction de la poignée (e) ? Si non, que faire
lorsque le changement de la valeur d’un élément de repère empêche l’existence de
solutions sans faire varier d’autres éléments de repère ?

Ces problèmes sont fortement liés à la précocité des différents éléments de repère9

dans leDAG déduit de la paramétrisation. Les questions se posent donc d’une défi-
nition liant des entités géométriques à un élément de repèreindépendamment de la
précocité de ces éléments de repère ou de la mise au point d’algorithmes permettant
de modifier leR-flot sans modifier la paramétrisation afin de minimiser la précocité
d’un élément de repère donné.

Une autre question liée à la liste des entités géométriques considérées comme dé-
pendantes d’un élément de repère donné est celle des modalités d’associer visuel-

8Cf. pp.83, 149et191
9Cf. définition53p. 124
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lement l’élément de repère à cette liste. La figure8.9 illustre l’association d’un
élément de repère à un sous-système bien contraint maximal,mais dans le cas de
chaînes articulées avec plusieurs éléments de repère, cette association est moins évi-
dente. Elle pourrait passer, par exemple, par l’affichage d’un squelette du système.

Nos travaux ont montré que considérer de manière homogène les systèmes de con-
traintes géométriques sous-contraints et bien-contraints, avec le point de vue de
l’invariance par groupe de transformations, ouvrait la porte à des logiciels de modé-
lisation par contraintes plus intuitifs : en complément d’une approche de résolution
incrémentale, notre démarche permet en effet une conception par essai/erreur grâce
à des retours visuels donnant à l’utilisateur une intuitiondu niveau de constriction
de l’objet qu’il a décrit.
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Un problème créé ne peut être résolu en réfléchissant de
la même manière qu’il a été créé
– Albert Einstein, physicien

Cette annexe décrit le contexte dans lequel les algorithmes décrits dans ce mémoire
ont été implémentés. Nous commençons par décrire le langagede description de
systèmes de contraintes géométriques développé dans notreéquipe préalablement à
nos travaux (sectionA.1) puis décrivons brièvement la structure de la plate-forme
de résolution deGCSdéveloppée par Pascal M (sectionA.2). Enfin, nous pré-
cisons quelles ont été les contributions à ces éléments faites durant nos travaux
(sectionA.3).

A.1 GCML

Le Geometric Constraint Markup Language (GCML) est un méta-langage basé sur
XML, mis au point dans le cadre des travaux de W et al. [Win05, WSMF06].
Basé sur la même approche desGCSque la formalisation évoquée aux chapitres1
et 3, ce langage permet de décrire l’univers géométrique considéré et de donner un
énoncé syntaxique.

Le GCML permet de définir la syntaxe du cadre de résolution en donnant
– un ensemble de sortes ;
– un ensemble de symboles fonctionnels ;
– un ensemble de symboles prédicatifs.
Les symboles fonctionnels sont caractérisés par leur aritéet leur co-arité. Les sym-
boles prédicatifs sont caractérisés par leur arité.

Ainsi, par exemple, le code suivant décrit la syntaxe autorisée pour un univers consi-
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dérant des points, des droites et des cercles et permettant l’intersection de deux
cercles ou d’une droite et d’un cercle, ainsi que des contraintes de distance entre
points, d’angle entre droites et d’incidence à un cercle et àune droite.

<syntax>

<sorts>

point line circle length angle

</sorts>

<fsymbols>

mkpoint : -> point

mkline : -> line

mkcircle : point length -> circle

intercl : circle line -> point

intercc : circle circle -> point

</fsymbols>

<psymbols>

on_pc : point circle

on_pl : point line

dist_pp : point point length

angle_ll : line line angle

</psymbols>

</syntax>

Nous ne détaillons pas ici la syntaxe correspondante, mais le GCML permet égale-
ment de décrire un ensemble d’axiomes et de règles de construction.

Toujours dans la description de l’univers géométrique, leGCML permet d’expliciter
les sémantiques associées auxGCS. Ainsi, le code suivant décrit partiellement trois
sémantiques associées à la syntaxe précédente.

<semantics>

<semantic type="aggregate" language="C++">

<point>

float x, y, z;

</point>

</semantic>

<semantic type="algebraic" language="Maple">

<distpp>
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solve({x1-x2)^2 + (y1-y2)^2 = k^2});

</distpp>

</semantic>

<semantic type="visualization" language="C++/OpenGL">

<point>

glPushMatrix();

glTranslatef(x,y,z);

glutSolidSphere(0.1,32,32);

glPopMatrix();

</point>

</semantic>

</semantics>

Enfin, leGCML permet de décrire, une fois l’univers géométrique donné, unsys-
tème de contraintes géométriques. Voici, par exemple, le code décrivant leGCSde
la figure1.1, à partir de l’univers géométrique décrit ci-dessus :

<gcs>

<unknowns>

point p1 p2 p3

line l1 l2 l3

</unknowns>

<parameters>

length k1 k2

angle a

</parameters>

<constraints>

on_pl(p1, l1)

on_pl(p2, l1)

on_pl(p2, l2)

on_pl(p3, l2)

on_pl(p3, l3)

on_pl(p1, l3)

dist_pp(p1, p2, k1)

dist_pp(p2, p3, k2)

angle_ll(l1, l3, a)

</constraints>

</gcs>
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GCLib GeomLib

GCInstancesLib

GCMLLib

KBSLib

Figure A.1 - Structure de la plate-forme de modélisation pré-existante

Pour plus de détails sur leGCML, qu’il s’agisse de sa syntaxe ou de ses avantages
applicatifs, le lecteur pourra se référer à [Win05].

A.2 Plate-forme de modélisation par contraintes

Pour ce qui concerne l’implémentation, nos travaux se sont faits dans le cadre d’une
plate-forme de modélisation par contraintes développée enC++ préalablement à
notre projet de recherche, principalement par Pascal M et Arnaud F. Cette
plate-forme contient d’une part un ensemble de librairies spécifiques à la résolution
de systèmes de contraintes géométriques, d’autre part un ensemble de solveurs.

Les librairies constituant la base programmatoire de la plate-forme sont :
– la GCLib ;
– la GeomLib ;
– la GCInstancesLib, qui dépend des deux librairies ci-dessus ;
– la GCMLLib, qui dépend de la GCInstancesLib ;
– et la KBSLib, qui dépend de la GCMLLib.
L’organisation des librairies est synthétisée à la figureA.1. La GCLib et la GeomLib
sont les deux librairies de niveau 1, qui ne dépendent d’aucune librairie interne à la
plate-forme.
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La GCLib (Geometric Constraints Library) est la librairie définissant l’ensemble des
classes correspondant aux notions d’univers géométrique :symbole, sorte, termes
prédicatifs et fonctionnels (dont les variables), signature, valuation, groupe de trans-
formation, plan de construction et enfinGCS.

La GeomLib (Geometry Library) définit les éléments géométriques usuels du plan
et de l’espace : points, droites, cerles, plans, sphères, coniques, vecteur et mesures
(représentant les métriques associées aux contraintes).

La GCInstancesLib (Geometric Constraints Instances Library) utilise les deux li-
brairies précédentes pour créer des objets géométriques desorte point, droite,etc.
et instancier des groupes de transformation classiques (rotations, translations, ho-
mothéties, isométries directes, similitudes).

La GCMLLib (GCML Library) définit des outils d’analyse syntaxique de code
GCML et de compilation en codeC++ d’objets de classes définies dans la GCIns-
tancesLib.

La KBSLib (Knowledge-Based Solver Library) – que nous n’avonspas utilisée
durant nos travaux – fournit comme son nom l’indique un ensemble d’outils utilisés
par les solveurs basés sur des systèmes experts.

Les librairies de la plate-forme ne sont dépendantes d’aucune librairie externe.

À côté des librairies, la plate-forme contient un certain nombre de solveurs. Au dé-
but de notre projet, les solveurs disponibles étaient un solveur utilisant la méthode
de N-R, un solveur à base de règles utilisant les algorithmes mis au
point durant le projet de recherche doctoral de Pascal M [Mat97] et un sol-
veur par reparamétrisation conçu durant le projet de recherche doctoral d’Arnaud
F [Fab06].

A.3 Contributions

Les contributions à la plate-forme développées durant le projet de recherche ont été
les suivantes :
– la FlowLib, de niveau zéro, qui permet de créer et manipulerdes graphes deR-

flux ;
– la GPatLib (Geometric Patterns Library), développée par une stagiaire de licence

de mathématiques, étendant la GCMLLib afin de proposer un langage de descrip-
tion de motifs dans des systèmes de contraintes géométriques ;

– des extensions du GCML pour la GPatLib (mises au point au travers du même
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stage)
– une sémantique complémentaire incluse dans la GCInstancesLib, permettant de

calculer la Jacobienne évaluée en un témoin d’unGCSet de l’exprimer à l’aide
de la librairie GiNaC [Gin], mise au point par Jean-David Ǵ à travers un
stage de licence d’informatique puis lors d’un Travail d’Étude et de Recherche
(TER) en première année de master d’informatique ;

– un solveur utilisant la sémantique ci-dessus pour identifier les parties rigides
maximales d’unGCS, également mis au point par Jean-David Ǵ durant
son TER.
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Si tu te résous toi-même, le problème du monde est résolu
– Henry de Montherlant, écrivain

Notre projet de recherche a été mené durant quatre années, ausein du Laboratoire
des Sciences de l’Informatique, de l’Image et de la Télédétection (LSIIT, UMR
CNRS - UdS 7005). Ses acteurs ont principalement été l’auteur du présent manuscrit
et ses deux encadrants, Pascal M et Pascal S.

Le coût consolidé du projet est ainsi approximativement de 244 000€, incluant
– les ressources humaines (env. 200 000€) ;
– les infrastructures (env. 30 000€) ;
– les déplacements (env. 3 500€) ;
– les formations (env. 2 500€) ;
– l’équipement scientifique (env. 2 000€) ;
– les frais professionnels (env. 3 000€).
Les bailleurs de fonds de ce projet sont principalement publics, puisque les recettes
proviennent
– du Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche(env. 204 000€) ;
– de la Région Alsace (env. 32 000€) ;
– du Centre National pour la Recherche Scientifique (env. 5 000€).
Les recettes restantes se partagent entre quelques sponsors industriels des activités
de formations de l’Université de Strasbourg (env. 1 500€) et entre les frais profes-
sionnels que constituent les frais d’inscription universitaire annuels (env. 1 400€ au
total).

Les deux graphes suivants illustrent la répartition des recettes et des dépenses.
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CAO Conception Assistée par Ordinateur

CFC Composante Fortement Connexe

DAG Graphe Orienté Acyclique –angl. : Directed Acyclic Graph

DOR Degré De Rigidité –angl. : Degree Of Rigidity

GCML Geometric Constraint Markup Language

GCS Système de Contraintes Géométriques –angl. : Geometric Constraint
System

MRS Sous-système Rigide Maximal –angl. : Maximal Rigid Subsystem

MGS Sous-systèmeG-bien-contraint Maximal –angl. : Maximal
G-well-constrained Subsystem
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Résumé

La résolution de systèmes de contraintes géométriques (GCS)a pour objectif de pro-
duire des figures qui respectent une description technique fournie par l’utilisateur
sous la forme d’une esquisse cotée. Le GCS donné par l’utilisateur peut être bien
contraint (il décrit un nombre fini non nul de figures), sous-contraint (une infinité
de figures) ou sur-contraint (aucune solution).

Classiquement, les systèmes sous-contraints sont considérés comme des cas d’er-
reur que l’utilisateur doit corriger en ajoutant des contraintes. Nos travaux proposent
une autre approche, qui est celle de chercher à résoudre de manière homogène tous
les systèmes de contraintes géométriques qui ne sont pas sur-contraints.

Pour cela, nous proposons des algorithmes de paramétrisation, qui indiquent quels
éléments du système doivent être fixés pour qu’il y ait un nombre fini de solutions,
et des algorithmes de décomposition, qui permettent d’identifier les sous-systèmes
bien contraints.

Ces outils ouvrent la voie à des logiciels de modélisation parcontraintes accessibles
à des utilisateurs non-experts : ils permettent des retoursvisuels intuitifs sur le ni-
veau de constriction du système. Comme nos algorithmes sont incrémentaux, ils
permettent une approche par essai/erreur où l’utilisateur corrige l’esquisse au fur et
à mesure de la résolution.

Abstract

Solving geometric constraint systems (GCS) aims at yieldingfigures which respect
geometric requirements given by the user under the form of a technical sketch.
The GCS given by the user can be well-constrained (it describes a non-zero finite
number of figures), under-constrained (an infinity of figures) or over-constrained
(no solutions at all).

Classically, under-constrained systems are considered as errors to be corrected by
the user. Our work proposes another approach,i.e. try to homogeneously solve all
non-over-constrained systems.

For that, we propose parameterization algorithms : they indicate which elements of
the system need to be anchored for there to be a finite number ofsolutions ; and
decomposition algorithms, which allow to identify well-constrained subsystems.

These tools open the way to constraint-based modelers whichare accessible to non-
expert users : they give intuitive visual feedback about theconstrainedness level of
the system. Since our algorithms are all incremental, they allow a trial and error
approach : the user corrects the sketch as the resolution goes.
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